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Abstract
In this paper, we consider the mediant addition on Q7 (denoted @), also called

child’s addition. We establish that the endomorphisms of (Q7,®) are the constant
axr+b
cx+d’

maps and the maps in the form z — where a, b, ¢, d are non-negative integers

such that |ad — bc| = 1.

Résumé
L’objectif de cet article est de caractériser les endomorphismes de (Q%,®), o @®
désigne 'addition des cancres. Exceptées les applications constantes, il s’agit des
applications de la forme z — gﬁig, ou a, b, c et d sont des entiers naturels vérifiant
|ad — be| = 1.

1. Introduction

Nous nous placerons sur I’ensemble £ = Q% des rationnels strictement positifs. Si

’
x = § et o’ = % sont deux éléments de F écrits sous forme irréductible, la somme
!
des cancres de x et de 2’ est définie par 2@z’ = 2327, Par exemple, 305 = 755 = 2,

oub® % = % =4.
Notons que la loi & est commutative mais pas associative.
On peut étendre 'addition des cancres & Q; = E'U {0, 00} en posant co = %7 ce

qui permet de définir les suites de Brocot:

B =}
etc.

); By = (2,1,1), By = (9,11, 21y, g, = (9,1 1213231y

(=11

ol Brt+1 (k € N) s’obtient en insérant entre deux termes consécutifs de By leur
somme des cancres. On peut également construire I’arbre binaire de Stern-Brocot,
dont 'étage n°k (k € N*) est constitué par les termes de By qui ne sont pas des
termes de Bj_1:
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Un résultat remarquable est que tout rationnel strictement positif apparait dans
larbre de Stern-Brocot (voir [1] ou [2]).

En fait, cela se généralise (voir partie 2, propriété 4): j'établirai que si 1 et a9
(x1 < x2) sont deux éléments de E, alors les suites de Brocot généralisées:

! .
By = (w1, 72);
A .
B} = (21,3, 22), avec 3 = 1 D Xo;
Bl = (x1, x4, T3, T5,T2), avec x4 = 21 D x3 et 5 = T3 D Ta;
etc.

conduisent & un arbre de Stern-Brocot généralisé (construit en partant de z; et a9
au lieu de 0 et 0o) dans lequel tout rationnel entre x; et x5 apparait.

Dans la partie 3, je m’appuierai en particulier sur ce résultat pour démontrer le
théoréme principal de cet article (on verra que la réciproque est également vraie et
facile & vérifier):

Théoréme 1. Soit une application [ : E — E telle que, pour tous v et x’' dans E,
flxapa') = f(x)® f(a'). Alors f est constante ou de la forme x — f;”ig avec a, b,
c et d dans N tels que |ad — bc| = 1.

2. Résultats Préliminaires

/

Siz =2 et 2’ = & sont deux éléments de E écrits sous forme irréductible, on
posera d(z,z’) = p'q — pq’. Notons que d(z,z") correspond & I'opposé de ce qu’on
pourrait appeler le déterminant de = et de z’.

3

—~
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Remarquons que 2’ = x ssi d(z,2') = 0 et que x < 2’ (resp. x > ') ssi
d(z,z') > 1 (resp. d(z,z') < —1).

Dans ce qui suit, tous les intervalles évoqués sont des intervalles de Q. D’autre
part, si a, b et ¢ sont rationnels, je dirai que ¢ est entre a et b lorsque ¢ appartient
a l'intervalle [min(a,b); max(a,b)]. Enfin, le plus grand commun diviseur de deux
entiers n et m sera noté n A m.

Nous utiliserons a de nombreuses reprises les résultats qui suivent:

Propriété 1. (1) ;1 @ & = =

(2)x=zda ssiz/ ==

(3) six<a',alorsz<zda' <z

(4) siy € E, alors y = x @ 2’ ssi d(x,y) = d(y,2')

(5) siz <, onadlr,z®z') <dx,2") avec égalité ssi (p+p)AN(g+4q) =1

: ; 1 1 _4g ¢ _gtqg _ _1
Démonstration. (1) @47/_5®17_W_W'
(Q)x:x@x’@gzzis,<:>pq/:qp/<:>x:x’

q/
q+q’

(3) 11 est facile de vérifier que (x & z') —x = (¢ —z) et que 2’ — (zd ') =

oty (@' — x); le résultat en découle.

(4) Soit % le représentant irréductible de y. On a d(z,y) = d(y,2') <= qu — pv
vp —uq <= u(g+¢)=vip+p)<=y=xor.

(5) Notons 6 = (p +p') A (¢ +¢'). Le représentant irréductible de x @& z" est %

avec u = Lgp’ et v = %‘1/. On a alors d(z,z @ o) = ngp/ 7p7q+(-sq’ = 7d(””31')
et on a donc bien d(z,z @ z') < d(z,2’) et d(z,z ® ') = d(z,2') <= =1
= (p+p)A(g+d) =1 O

Propriété 2. Siz <z’ <y (resp. y <x < '), il existe z €|x; a'[ tel que 2’ = 2By
(resp. T =2&y).

Démonstration. Supposons que ¢ < z’' < y (le second cas se traite de fagon ana-
logue); posons y = ¢ et z = % (représentations irréductibles). On a 2’ = 2z @y
— % = % <= p'v—q¢'u=¢a—p'b. L’équation de Bézout p'8—q¢'a = q'a—p'd
(d’inconnues « et G dans Z) possede pour solutions («, ) = (kp' —a, kq' —b), k € Z.
En prenant k = td(z',y) = t(aq’ — bp’) avec t > max(a,b), il est facile de vérifier
que « et 3 sont dans N* et premiers entre eux. Avec u = o = tp'd(z',y) — a et

v=pF=tqd(x',y) — b, on a alors bien ' = z @ y. Enfin, comme tlgrnoo%

peut choisir ¢t € N* tel que z €]z;2'[. O

=a', on

Lemme 1. Sid(z,2’") > 1, alors il existe un entier naturel k et un diviseur 6 > 1
de d(x,x") tels que & divise (p' + kp) A (¢’ + kq).

Démonstration. Nous avons deux cas.
Premier cas: sipAp > 1; posons § = pAp’. Ona d Agq= 1 donc d’apreés Bézout,
il existe u et v dans Z tels que ud +vq = 1, d’ott udq’ = ¢’ —vq'q. Soit t € N* tel que
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td > vq' et posons k = td—vq’. On a (uq’+tq)d = ¢’+kq donc § divise & la fois p’+kp
et ¢’ + kq. Notons que § divise aussi forcément d(z,z") = q(p’ + kp) — p(¢' + kq).

Second cas: si pAp = 1; posons § = d(z,z’). Ona d = p'q— pq’ donc § Ap divise
p'q et donc aussi p’ car pAg = 1. Comme on a supposé pAp’ = 1, on adonc §Ap = 1.
D’apres Bézout, il existe donc u et v tels que ud + vp = 1, d’ot udp’ = p’ — vp'p.
Soit t € N* tel que t§ > vp’ et posons k = t§ —vp’. On a (up’ +tp)d = p’ + kp donc
0 divise p’ + kp. On en déduit aussi que 0 divise ¢(p’ + kp) — 6 = p(¢’ + kq) et donc
que ¢ divise ¢’ + kg, vu que § Ap = 1. O

Propriété 3. Soit 2’ > x et (x,,)n>0 la suite définie par xo = ' et la relation de
récurrence Tpy1 = T®xy,. Alors la suite (d(z,z,))n>0 est décroissante et constante
€gale a 1 a partir d’un certain rang.

Démonstration. D’apres la propriété 1.3, on voit que la suite (x,,) est strictement
décroissante et & termes dans |z;2']. D’autre part, d’apres la propriété 1.5, on a
pour tout n € N, d(z,z,41) = d(z,x ® z,,) < d(x,x,). La suite (d(z,z,)) (&
termes dans N*) est donc décroissante, par conséquent elle est constante a partir
d’un certain rang N.

Raisonnons par ’absurde en supposant que d(x, zx) > 1. Notons ¥ le représentant
irréductible de z; montrons par récurrence que pour tout k € N, xn 1 = Zf’:g et
que (u+ kp) A (v+ kq) = 1, ce qui contredira le lemme 1 précédent. La propriété
est clairement vraie pour k = 0 et si elle vraie au rang k£ > 0, on a alors xn 141 =
Zizill?q? = Zig:ﬁ;g et comme d(z,z ® xyik) = dx,2N1ke1) = d(z,TN1k), la
propriété 1.5 prouve que u + (k4 1)p et v + (k 4+ 1)g sont premiers entre eux. La
propriété est ainsi vraie au rang k + 1. O]

Lemme 2. Sixz < ¥ <’ (u et v dans N*), alors d(z,2")v > q+¢'.

Démonstration. Comme z < % < z’, on a qu —pv > 1 et p'v — ¢'u > 1 donc

d(z,z")v = p'qu — pg'v = q(p'v — ¢'u) + ¢ (qu —pv) = ¢+ ¢ O

Propriété 4. Si F' C E est une partie ®—stable contenant x et x’' (x < x'), alors
tout rationnel entre x et x' appartient également a F.

Démonstration. Soit x < % < z’; montrons que 7 = % € F. Par un procédé

dichotomique, on peut définir de proche en proche deux suites (x,,) et (z/,) & valeurs
dans [z; 2'] vérifiant z,, < r < ], pour tout n € N et telles que:

i)zg=zet z) =2
(i) 0

(ii) Pour tout n € N, si r € [xn; 2, ® 27,] alors x,41 = 2y, etz = T, D ), €t

sinon 41 = x, ® T, et x| = x,.
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Remarquons que pour tout n € N, z,, € F et z/, € F (facile & prouver par récurrence
sur n en utilisant la @—stabilité de F'). On va montrer qu'il existe forcément un
entier naturel n tel que r = .Z‘/n, ce qui prouvera que r € F.

Raisonnons par I’absurde en supposant que z,, < r < ), pour tout n € N; notons

Be et p—% les représentants irréductibles de x,, et z/,. Sin € N, on a d(xy,, z, ®z),) =
d(xn ® ), x)) < d(zp,x),) (voir propriétés 1.4 et 1.5) donc la suite (d(x,,z),)) (&
valeurs dans N*) est décroissante. D’autre part, d’apres le lemme 2, on a pour tout
n € N, d(xn, 2))v = qn + ¢, dou d(z,2")v = ¢, + q},, ce qui implique que les
suites (¢,) et (¢,) ne prennent qu’un nombre fini de valeurs. Or =/, —z,, = d(;:i(’;/")
donc (z,, — z,,) ne prend également qu’un nombre fini de valeurs. Cela est absurde
car (x], — ;) est strictement décroissante vu que [x,;2],] C [Tn41;27,41] pour tout

n € N. O

Remarque 1. On vient également de prouver le résultat annoncé dans l'intro-
duction: tout rationnel ¢ € [x;2'] apparait dans I’arbre de Stern-Brocot généralisé
construit en partant de x et z’.

3. Démonstration du Théoréme 1

Définition 1. Soit J est un intervalle de E et f une application J — FE. Si I est
un intervalle inclus dans J, on dit que f est de type M sur I, lorsque pour tous x
et 2/ dans I, on a f(z @ ') = f(z) & f(a).

Définition 2. On dit que f : J — E est de type H sur I C J, lorsqu’il existe des

entiers relatifs a, b, c et d avec |ad — bc| = 1 tels que, pour tout z € I, f(x) = %.

Remarque 2. (1) Prouver le théoréme 1 revient donc & établir que toute applica-
tion de type M sur F est constante ou de type H sur E. La réciproque, également
valide, est l'objet de la propriété 5 suivante.

(2) En utilisant la propriété 1.1, il est facile de vérifier que si f est de type M sur
I, alors % est aussi de type M sur I.

(3) Une fonction de type H sur I est forcément strictement monotone sur I. Elle
est strictement croissante (resp. décroissante) sur I lorsque ad — bc = 1 (resp.
ad —be = —1).

Propriété 5. Si f est constante ou de type H sur I, alors f est de type M sur I.

Démonstration. Si f est constante égale & ¢ sur I, alors pour tous x et 2’ dans I,
ona fx@a')=c=cdec= f(x)® f(z), ce qui prouve que f est de type M sur I.

Si f est de type H sur I, il existe a, b, ¢ et d dans Z avec |ad — bc| = 1 tels que
pour tout z € I, f(x) = ‘Clgis Comme f est définie sur I et est a valeurs dans F,
ni ax + b, ni cx + d ne s’annulent sur [; ils gardent donc un signe constant sur I.
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Quitte a changer (a,b,c¢,d) en (—a,—b, —c, —d), on peut donc supposer que ax + b
et cx + d restent strictement positifs lorsque z € I.

Soit z = L et 2’ = % dans I; on a f(z) = Zgidbg et f(z') = zg:idbgi. Les entiers
ap+bq et cp+dq sont strictement positifs et premiers entre eux. En effet, un diviseur
commun & ap + bq et cp + dq divise |d(ap + bq) — b(cp + dq)| = |(da — be)p| = p
et |c(ap + bq) — al(ep + dq)| = |(¢b — ad)q| = ¢, donc divise p A g = 1. Il en est
de méme des entiers ap’ 4+ bq’ et cp’ + dg’. Ainsi f(z) @ f(a’) = aptbgtap +bg’ _

cpt+dg+cp’+dq’
’ b ’ .
% = f(x @ '), ce qui prouve que f est de type M sur I. O

Lemme 3. Soit f une application de type M sur I et x, x’' dans I tels que x < x/,
alors pour tout y de I entre x et ', f(y) est entre f(x) et f(z').

Démonstration. Soit F' Pensemble des éléments y de [x;2'] tel que f(y) soit entre
f(z) et f(z'). Siys et y2 sont dans F, alors y; @ y2 € [x;2'] et f(y1 ® y2) =
f(y1) @ f(yz2) car f est de type M. Or comme f(y1) et f(y2) sont entre f(zx) et
f(&), f(y1) ® f(y2) est aussi entre f(x) et f(z'), d’ott y; Dys € F. Ainsi F est une
partie ¢d—stable de F contenant z et z’, ce qui prouve que [z;2'] C F; le résultat
en découle. O

Propriété 6. Si f est de type M sur I, alors f est monotone sur I.

Démonstration. Si x1, x2, T3 et x4 sont dans I tels que 1 < x5 < 13 < 24, alors
d’apres le lemme 3 précédent, on a f(z1) < f(x2) < f(xs) < f(xg) ou f(z1) >
f(z2) = f(x3) = f(x4). Il est alors facile d’en déduire que f(x’) — f(x) est toujours
du méme signe lorsque = et z’ sont deux éléments de I tels que z < z'. ]

Propriété 7. Si f est de type M sur I et non constante, alors f est strictement
monotone sur I.

Démonstration. Soit f une application non strictement monotone et de type M
sur I, montrons que f est constante sur /. Comme f est monotone sur I (voir
propriété 6) mais ne l'est pas strictement, il existe z et 2’ dans I tels que x < '
et f(z) = f(2') (notons ¢ cette derniere valeur). Soit F' I’ensemble des éléments
t de I tels que f(t) = c. Sitett (¢t <) sont dans F, alors t &t € I et
fEat)=ft)® f(t') =c®c=c, donc F est une partie —stable de E contenant
x et a’, ce qui prouve d’apres la propriété 4 que [z;2'] C F et donc que f est
constante égale & ¢ sur [z;2']. En fait f est également constante égale & ¢ sur
I\[z;2']. Eneffet siy € T est tel que y > ' (resp. y < z), alors d’apres la propriété
2, il existe z €]z; [ tel que ' = 2@ y (resp. x = z D y), d'on f(a') = f(2) ® f(y)
(resp. f(z) = f(2) @ f(y)), soit ¢ = ¢ @ f(y), ce qui établit que f(y) = ¢ (voir
propriété 1.2). Ainsi f est constante sur I. O

Lemme 4. Soit f une application de type M sur [x;x']; on suppose que d(x,x’) =
|[d(f(z), f(z"))| = 1. Alors f est de type H sur [z;x'].
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Démonstration. Notons * et :—: les représentants irréductibles respectifs de f(z) et
f(a). Montrons qu’il existe une application g : ¢ — ?fis de type H sur [z; 2] telle
que g(x) = f(z) et g(z’) = f(a’). 1l est facile de vérifier que pour que les deux

conditions précédentes soient vraies, il suffit qu’on ait ’égalité matricielle:

Caen-C1) g

/ /
Or, comme d(z,2’) = 1, le déterminant de (]; Z,) vaut —1 donc (]; 2,) est

¢ -7 -¢ 7
inversible d’inverse — < ) = ( —p). L’égalité (1) équivaut donc a:

—-q p q
a b\ _ (r "\ [(-d P
c d)  \s & qg -p)
Vérifions que la fonction g : t — ‘ijrrs définie par I’égalité matricielle précédente est

bien de type H sur [x;2']. En effet, déja g est bien définie sur [z; 2] car cp+dg = s
et cp’ +dq’ = s’ donc cx + d et cx’ + d sont tous les deux strictement positifs, ce
qui empéche ct 4+ d de s’annuler lorsque t € [z;2']. D’autre part, g est clairement
a valeurs dans E car 'application g étant monotone, elle garde ses valeurs entre

f(z) et f(z'). Enfin, comme |d(f(z), f(z")] = 1, <T

T ’ .
< 5') a pour déterminant

b ) . .
4) & pour déterminant —e, ce qui prouve que a, b, ¢ et d
sont des entiers relatifs tels que |ad — be| = 1.

e € {-1;1} donc (Z

Montrons pour terminer que f = g sur [z;z']. Pour cela, considérons I’ensemble
F des éléments t de [z;2'] tels que f(¢) = g(t). Comme f et g sont de type M sur
[;2'] (voir propriété 5), on voit que F est une partie @—stable de E contenant x
et 2/, ce qui établit que F = [x;2'] d’apres la propriété 4, et donc que pour tout
te lna), 1) = glt). 0

Lemme 5. Soit f une application non constante de type M sur [x;2'], avec
d(z,2") = 1. Alors [d(f(z), f(z) & f(2'))| = 1.

Démonstration. L’application f n’est pas constante donc d’apres la propriété 7, f
est strictement monotone sur [z; z'].

Premier cas: si f est strictement croissante. Ona f(z') > f(x) donc d(f(x), f(x)®
f(z")) = 1. Raisonnons par l'absurde en supposant que d(f(z), f(z) & f(2')) > 1.
Définissons la suite (x,) par xg = 2’ et la relation de récurrence x,11 = x, B x;
posons y, = f(z,). Sin € N,onay,r1 = f(zpt1) = f(x®x,) = f(2)® f(z,), soit
Yn+1 = f(z) ® yn. D’apres la propriété 3, les suites (d(z,x,)) et (d(f(x),yn)) sont
décroissantes et constantes égales a 1 & partir d’un certain rang. En fait, la suite
(d(z,x,)) est constante égale & 1 deés le terme initial, car d(x, zg) = d(z,z’) = 1.
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Notons que d(f(x),y1) = d(f(z), f(z) & f(a')) > 1. Si k désigne le plus petit
entier naturel tel que d(f(z),yx) = 1, on a donc k > 2. Comme zy = = O xj_1 et
Tp—1 = & B T2, on a d(zg, xp—1) = d(z,2) = 1 = d(x,25-1) = d(Tg—1, Tr—2).
Le fait que d(zg,xx—1) = d(xg—1,xk—2) entraine que xx_1 = x O Tx—2 et donc
que f(xr—1) = f(og) © f(rr—2), soit yp_1 = yr © yr—2. D’autre part, vu que
yr = f(x) ©yr—1 et yp—1 = f(z) © yp—2, on a d(yr, yp—1) = d(f(z),yx) = 1 et
d(f(x),yx—1) = d(Yyg—1,Yr—2). Or, par minimalité de k, on a d(f(x),yrx—1) > 1,
donc d(yg, yk—1) # d(Yr—1,Yr—2), ce qui contredit le fait que yr—1 = yr B Yr—2-

Second cas: si f est strictement décroissante. Posons g = %; g est strictement
croissante et, d’apres la remarque 2.2, g est de type M sur I. On est donc ramené au
premier cas, qui prouve alors que d(g(x), g(z) ®g(z’)) = 1. Or, grace a la propriété

L1, on a d(g(x), 9(x) © 9(a")) = d (35, 7rrar ) = —dlf(@), (@) © [(@"), ce
qui entraine d(f(x), f(z) ® f(2')) = —1, d’ou |[d(f(x), f(z) & f(z'))] = 1. 0

Remarque 3. (1) D’apres la propriété 1.4, on a aussi |[d(f(z) @& f(z'), f(z'))] = 1.
(2) Lorsque d(z,2') = 1, on a bien siir d(z,z @ 2') = d(z & 2’,2’) = 1, donc en
associant le lemme précédent au lemme 4, on en déduit que si f est une application
non constante de type M sur [z;2'], avec d(z,2’) = 1, alors f est de type H sur
[x;2 @ a'] et sur [z @ 2'; 7).

Lemme 6. Soient o, 3, 3’ ,v, § et &' des réels tels que o # 0 et ad — By # 0.
On suppose que l’égalité % m—ig, est vérifiée pour au moins deuzr valeurs

différentes du réel m. Alors (8,6) = (8,8).

Démonstration. L’égalité ‘fﬂi’? = :Zi’g entraine [a(6' — &) +~(8 — B)]m + 56" —
36 = 0. La fonction affine z — [a(é’ — §) + v(8 — 8')]x + 86’ — B¢ s'annule
donc en deux valeurs distinctes, elle est donc nulle, ce qui entraine 86’ = (3§ et
o(6'—8) = A(8'—B). On obtient alors (8- B')(ad— ) = B(ad—Br)—af6+B0y =
Blad = By) —apd’ + By = Blad — By —ad’ + 3'y) = B[y(6' — B) —a(d’ —6)] =0,
d’olt 8=, vu que ad — By # 0. L’égalité § = ¢’ s’en déduit. O

Lemme 7. Soient 1, zo et x3 dans E tels que ©1 < xo < x3. Si f est une
application de type M sur [x1;x3) telle que [ soit de type H sur [zq1;22] et sur
[x2; x3], alors f est de type H sur [x1;x3].

Démonstration. Soit f de type M sur [z1;x3] et a, b, ¢, d, a’, b, ¢ et d’ dans Z avec
lad — be| = |a’d —b'c'| =1 tels que f(z) = Z;’is, pour tout = € [x1;x2], et f(x) =
f:‘,/ijr'gj, pour tout x € [xo; x3]. Quitte & changer (a, b, ¢,d) en (—a, —b, —c, —d), ou/et
(a/, b, d") en (—a’,—b',—c’, —d'), on peut supposer que pour tout x € [z1;x2], on
aazx+b > 0et cx+d > 0 et que pour tout = € [za; 23], onad'z+b’ > 0et x+d >0
(méme raisonnement que celui fait dans la démonstration de la propriété 5).
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Soient %, Z—g et ’;—2 les représentants irréductibles respectifs de x1, zo et x3. Soit

. . 1 .
m un entier premier avec g2q3 et tel que m > o On a alors:

xg—%:ngzi;q?avecpgm—q2>0,q2m>06t (pam — q2) A gamm = 1; et
xg—%:mg—;l%avecpgm—q;3>0,q3m>0€t (psm —q3) A gsm = 1.

On en déduit que

(02— 2) @ (s — &) = ErtpImteten) _ (5, z) — L.

Choisissons alors m (toujours premier avec gags) tel que xo — %, T3 — % et (xo @
x3) — - appartiennent respectivement & ]z1; x|, |zo; x3[ et |zo; 3] (remarquons
qu’il existe une infinité de telles valeurs de m).

1 1 1
1 To— — T2 ToBr3— — Ty D T3 T3 — — 3
m m m

f[(b@xs)—%]:f<$2—%>@f<$3—%> (2)

a’[(p2+p3)m—(g2+g3)]+b'(g2+g3)m __ a(pam—g2)+bgam ® a’ (p3m—qz)+b'gzm

c[(p2+p3)m—(q2+g3)]+d (g2+g3)m ~—  c(pam—q2)+dgam ¢/ (p3m—qz)+d'qgzm”

On a alors:

c’est-a-dire:

Or, d’apres ce qui a été dit plus haut, les deux fractions du membre de droite dans
I’égalité précédente ont un numérateur et un dénominateur strictement positifs.
D’autre part, ces deux fractions sont sous forme irréductible (rappel: lorsque |ab —
cdl=1et pAg=1, on a aussi (ap+ bg) A (cp + dg)=1 [voir démonstration de la
propriété 5]), par conséquent (2) équivaut a:

[a/ (p2+p3)+b'(g2+qs)lm—a’(g2+gs) __ (apa+a’p3+bga+b'qs)m—(agz+a’qs)
[¢/(p2+p3)+d' (g2+q3)lm—c'(q2+4q3) (cp2+c'p3+dga+d'qz)m—(cqga+c'qz) -~

_ aza+b _ dzatb apa+bgz _ a'pa+bge
Comme f(22) = &25; = 25, el = TP p2, et vu que les deux

fractions précédentes sont sous forme irréductible et ont un numérateur et un

on a

dénominateur strictement positifs, on a forcément aps + bga = a’ps + b'qa et cpsy +
dgs = 'pa + d'qa. L’égalité (2) équivaut alors a:

a’(p2+p3)+b (g2+g3)lm—(ag2+a’qs)
' (p2+p3)+d' (g2+g3)m—(cg2+c'q3) -~

[a (p2+p3)+b'(g2+g3)lm—a’(g2+qs) _

[¢/(p2-+p3)+d' (g2+q3)|m—c’ (g2-+4s)
Notons que —¢(ga+¢3)[a’ (p2+p3) +V (g2 +¢3)|+a (g2 +3) [ (D2 +p3) +d (g2 +q3)] =
(g2+q3)%(a’d —b'c") = (g2+4q3)? # 0; il suffit alors d’utiliser le lemme 6 pour déduire
que a’'(g2+¢3) = aga+ad'qs et ¢/ (g2+q3) = cqa+'q3, d’ott on tire facilement a = o
et ¢ = . Le fait que aps +bga = a’ps +b'qa et cpa+dgs = 'py+d’ g2 implique qu’on
a également b = V' et d = d’. Finalement, on a pour tout = € [x1;z3], f(z) = Z;”is,
ce qui établit que f est bien de type H sur [z1;x3]. O
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Nous sommes désormais en mesure d’établir le théoreme 1:

Démonstration. Soit f une application non constante et de type M sur F; montrons

que f est de type H sur E. Pour tout k € N*, on a d (k%rl, %) =letd(kk+1)=1

donc d’apres la remarque 3.2, f est de type H sur [ﬁ_l, %H]’ [%ﬂ, H, [k; %]

et [%, k+ 1]. En particulier, f est de type H sur [1; %] soient a, b, cet d dans Z
avec |ad — be| = 1, tels que pour tout z € [1;3], f(z) = Zfis Par une application
répétée du lemme 7, on peut voir que f(z) = %+t pour tout 2 € [1;2], puis pour

tout x € [%, %; 2] etc. Cl‘r][‘,)zdproche en proche, on en déduit
que pour tout entier k > 2, on a f(z) = i;”jrrs pour tout z € [%,k’] Cela prouve
que pour tout x € E, on a f(x) = %: f est bien de type H sur E. Comme ni
ax + b, ni cx + d ne s’annulent sur E et qu’on a f > 0 sur E, les entiers a, b, c et d
sont du méme signe. Quitte & changer (a, b, c,d) en (—a,—b, —¢, —d), on peut donc

choisir a, b, ¢ et d dans N. O

2], puis pour tout x € [
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