Bachelor projekt: Invariant integration

Jens Gerlach Christensen
Dan Rasmussen

19. maj 1997

1 Indledning

Dette bachelorprojekt er skrevet i forarssemestret 1997 ved Kgbenhavns Universitet Mate-
matisk Institut. Projektets hovedomrade er invariante mal pa topologiske grupper. Vi
viser eksistens og essentiel entydighed for sadanne pa lokalkompakte grupper. For at forsta
malteorien kraeves fortrolighed med kurserne Mat3MI og Mat3GT eller tilsvarende. Vi
benytter A. Haar’s originale ide til eksistensbeviset. Men det afheenger af en teellelig basis
for topologien. A. Weil viste eksistensen uden brug af 2. teellelighedaksiom. Vi benytter
heller ikke 2. teellelighedsaksiom i vores bevis. Til gengaeld benytter vi udvalgsaksiomet
specielt i form af Tychonoffs seetning. Som inspiration til eksistensbeviset har vi benyttet
[Munroe, p.86ff]. Men beviset indeholder enkelte fejl og ungdvendige betingelser, sa vi
har generaliseret en del mellemresultater. Vi kommenterer ikke dette i teksten.

I entydighedsbeviset har vi benyttet en ssetning, der egentlig er en variant af Fubinis
setning. Men for fuldsteendighedens skyld har vi medtaget beviset.

Vi begraenser os derefter til at se pa kompakte grupper, og benytter det invariante
mal, til at vise fundamentale resultater i repraesentationsteori for kompakte grupper. For
eksempel vises Peter-Weyls saetning. Denne del af projektet statter sig til kurset Mat3RE,
men kurset er ikke en forudszetning for forstaelse af projektet.

Vi har skrevet projektet i teet samarbejde og det har derfor ikke veeret muligt, at
skelne mellem de enkelte dele.

Tak til vores vejleder Henrik Schlichtkriill.

2 Topologi

Lad (M, T) vaere et topologisk rum. Vi benytter betegnelsen U (x) for maengden af omegne
af v € M og O(z) for de abne omegne.

Lemma 2.1. Huis en familie {A;}icr of ikke tomme delmengder af en kompakt mengde
K C M er stabil overfor dannelse af endelig fellesmengde, det vil sige, at for vilkarlig
NI, Ay, findes en mangde i familien, som er indeholdt i VYL, A, , sa geelder, at Nicr Ay # 0.

Bewvis. Vises ved modstrid. Antag, _at {A;}icr er stabil overfor dannelse af endelige
feellesmeengder. Antag ogsa, at Nierd; = (). Ved overgang til komplementsermaengder
fas, at U;e;0A4; = K. Da dette er en aben overdackning af en kompakt maengde, kan
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den udtyndes til endelig overdackning Uleﬂzij. Ved at ga tilbage med komplement fas
NN A, = 0. Men da 0 # N A;, € N A; er der opnéet en modstrid. O

]

Her fglger nogle klassificeringer af topologiske rum.
Definition 2.2.

(Th) Et topologisk rum kaldes T}, hvis der for alle punkter x; # x5 findes O; € O(z1) og
Oy € O(x3) sa x1 € Oy 0g x9 & Oy.

(Ty) Et topologisk rum kaldes T5, hvis der for alle punkter x; # x5 findes O; € O(z1) og
Oy € O(x9) sa O1 N Oy = . (Kaldes ogsa Hausdorff rum.)

(T3) Et topologisk rum kaldes T3, hvis for alle x og alle ikke tomme afsluttede meengder
F med z ¢ F findes disjunkte abne maengder O og O, sa z € O; og F' C O,. Hvis
rummet tillige er 7} kaldes det et reguleert rum.

(T35) Et topologisk rum kaldes T% 5, hvis for alle x og alle ikke tomme afsluttede meaengder
F med = ¢ F findes en kontinuert funktion f : M — [0,1] med f(z) = 0 og
f(F) ={1}. Sammen med T} kaldes rummet fuldsteendig reguleert.

(Ty) Et topologisk rum kaldes T}, hvis for alle ikke tomme disjunkte afsluttede meengder
Fy og Fy findes disjunkte O,09 € 7 sa I} C Oy og F5 C Oy. Sammen med T}
kaldes rummet normalt.

Et normalt rum er, ved Urysohns lemma [3GT], et fuldsteendigt reguleert rum og et
fuldsteendigt reguleert rum er reguleert (da topologien pa [0, 1] er Hausdorff). Desuden
er et Hausdorff rum automatisk 77. Hvis (M, 7) er er et reguleert rum er det ogsa et
Hausdorff rum.

Saetning 2.3.
(i) Et topologisk rum er Ty hvis og kun hvis enhver singletonmangde er afsluttet.

(ii) Et topologisk rum er Ty hvis og kun hvis der for ethver x og ethvert y # x findes en
afsluttet U € U(x) med y ¢ U.

(iii) Et topologisk rum er T3 hvis og kun hvis der for alle x og enhver Oy € O(x) findes
05 € O(x) med Oy C Oy C Oy.

(iv) Et topologisk rum er Ty hvis og kun hvis for alle afsluttede mengder F og alle O € T
indeholdene F findes Oy € T si F C Oy C Oy C Oy.

Bevis. (i) Pastanden folger af, at Vo er {z} afsluttet < Va : 0{z} er dben & VaVy €
C{z}30, € O(y) : * € O,. Da y ogsa vil vaere en afsluttet maengde er dette det samme
som at kreeve T7.

(ii) Veelg en afsluttet omegn U af x. Sa findes aben omegn O, af x sa O, C U og da
CU er aben findes for hvert y € CU omegn O, af y sa da z og y er valgt vilkarlige, er T
opfyldt. Omvendt givet O, og O, som i T3 vil O, vaere indeholdt i den afsluttede meengde
EOy, samed U =0, vil U C EOy.



(iii) Antag T3 og lad O; veere en aben maengde. CO; er afsluttet og for hvert = € O,
findes disjunkte O, 0, € T sa x € Oy og 0O, C O ifglge Ts. Derfor er O, € CO C O og
det folger, at Oy C Oy C O;. Antag omvendt, at for hver O; € T findes O, € O(x) sa
0O, C O, C O;. Givet vilkarligt € M og vilkarlig afsluttet meengde F med z ¢ F. CF
er aben sa der findes Oy € O(z) 82 Oy € Oy C CF. Seet O = [0, 54 vil O; N Oy = 0 og
F C 0.

(iv) Antag at for alle afsluttede F' og abne O; indeholdende F' findes Oy € 7T sa
F C 0y, C 0Oy, CO;. Givet Fy N F, = () begge afsluttede vil F, C CF,. Derfor findes
OQ € T sa F2 Q OQ §52 Q EFl Med 01 = Ebg fas da F1 Q Ol, FQ Q 02 og 01ﬂ02 = @
Antag omvendt Ty. Givet F afsluttet og O; O F. 0O, er afsluttet og disjunkt med F. Der
findes derfor disjunkte abne maengder O, og O s F C Oy og 0O; C O. Derfor geelder, at
F C 0, C 0O C 0, og derfor vil F C Oy C Oy C O. O

I naeste far vi brug for folgende definition.

Definition 2.4. Et topologisk rum (M, 7)) kaldes lokalkompakt, hvis ethvert punkt har
en kompakt omegn.

3 Topologiske grupper
Definition 3.1. (G,-,7) kaldes en topologisk gruppe, hvis
(i) (G,T) er et topologisk rum,
(ii) (G,-) er en gruppe og
(iii) Afbildning en (z,y) — 2! - y er en kontinuert afbildning fra G x G — G.
Det ses, at det tredie krav er skvivalent med, at kreeve at x — 271 og (x,y) —
x -y er kontinuerte. Desuden ses, at z — 27!, 2 — h-x og x — x - h (for alle h €

G) er homeomorfier. Derfor er det altsa nok at betragte omegne af e (topologien er
translationsinvariant). Herefter udelades - for gruppekompositionen.

Eksempel 3.2. (R™, 4) udger en lokalkompakt Hausdorff gruppe.
Udstyres GL(n,R) med delrumstopologien fra R™ bliver GL(n, R) klart et lokalkompakt

Hausdorff rum. Af
AB = (Z aikbkj>
1,J

k

for A, B € GL(n,R) felger, at matrixmultiplikation er kontinuert. Man ser lige sa let, at
inversdannelse er kontinuert.

Saetning 3.3. For enhver omegn U € U(e) findes en symmetrisk omegn V € U(e), sa
V.-V CU.

Bevis. Lad U € U(e) veere givet. Idet (g,h) — gh er kontinuert og (e, e) — e, findes
omegne Vi, Vo € U(e) sa (Vi,Va) = U det vil sige V1V, C U. Ved at saette V =V, N 1N
V1NV, ! fas en meengde som gnsket. O



Korollar 3.4. Enhver topologisk gruppe er Ts.

Bevis. Ifglge seetning 2.3(iii) er det nok at vise, at YU € U(e)AV € U(e) : V C U. Lad
U € U(e) veere givet og veelg 1 henhold til setning 3.3 V' € U(e) symmetrisk. Fglgende
geelder da:

r€G\U=2cG\VV=G\V WV =Vu,vecV: iz v
=V eV:ivaggV=VenV =0.

Da Vi er en omegn af = er fundet en omegn af x, der er disjunkt med V', det vil sige, at
x ¢ V. Derfor er fundet V sa V C U som ognsket. O

Korollar 3.5. En topologisk gruppe, der er T er requler og specielt Hausdorff.

Bemerkning 3.6. Lad G veere en topologisk gruppe. Af beviset ovenfor ses, at vi faktisk
finder en symmetrisk omegn V af e, s V C U for U € U(e). V er ligeledes symmetrisk,
thi hvis € V da findes et net (xx) € V som konvergerer mod x. Da inversdannelse
er kontinuert, vil a:;l — 271 og da x;l € V vil z € V. Hvis G er lokalkompakt, findes
en kompakt omegn K af e og for alle omegne U C K af e findes ifglge ovenstaende
symmetriske kompakte omegne af e (afsluttede delmeengder af kompakte maengder er
kompakte).

I det fglgende vil vi betragte kvotientgrupper og restklasserne svarende til x € G
betegnes [x].

Saetning 3.7. Lad G vere en topologisk gruppe og H en normal undergruppe i G. Huvis
G/H udstyres med finaltopologien Ty = {O C G/H | k~1(O) € T} med hensyn til den
kanoniske homomorfi k : G — G/H, da gelder:

(i) K er aben og kontinuert,
(i) G/H er en topologisk gruppe,
(i) hvis H er afsluttet er G/H Hausdorff og
(iv) hvis B er omegnsbasis for T er {k(V') | V € B} omegnsbasis for Ty.
Beuvis. (i) k er kontinuert, idet 7 er finaltopologien med hensyn til k. Hvis O € 7 vil
K7 (k(0)) = K (Useof[0]}) = Useo(0 - H) = UpenO - h € T,

da topologien er translationsinvariant. Da x(O) € Ty, er x en aben afbildning.

(ii) Det ses, at (G/H,7Ty) opfylder (i) og (ii) i definition 3.1 (jvf. mat 2AL). Lad
i:gwr g iy [g] = [g]7' veere inversdannelser pa de to grupper. Det haves, at
igok = koi. Da k er kontinuert og ¢ er kontinuert er iy kontinuert (idet 7y er
finaltopologien jvf. [3GT setning 11.4.14]).

G — @

nl ln
G/H — G/H

iH
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Multiplikation i G/H kontinuert, thi lad W € U(Je]) i G/H. I henhold til seetning 3.3
kan veelges V e U(e) i G, sa VV C k1 (W). Saer x(V)s(V) = k(VV) C W og da den
kanoniske afbildning er aben vil x(V') € U([e]) i G/H.

(iii) Hvis H er afsluttet i 7 vil {[e]} veere afsluttet i 7y (k er en aben afbildning),
og da topologien er translationsinvariant fglger, at V[g] € G/H : {[g]} afsluttet. Altsa er
G/H et Ti-rum og dermed Hausdorff.

(iv) Umiddelbar konsekvens af (i). O

Bemerkning 3.8. Hvis H er normal undergruppe af G sa er H ligeledes en normal un-
dergruppe af G. Thi for a,b € H; lad (ay), (by) veere net i H sa ay — a, by — b. Idet
(z,y) — zy~ ! er kontinuert og H er en undergruppe, vil H > axb/(l — ab~! € H ifglge
[3GT seetning 7.14]. Derfor er H en undergruppe. Hvis H er normal i G vil H D gHg™!
for alle ¢ € G. Afbildningen h — ghg~! er kontinuert, sa for et net hy — h € H vil
ghag™" i gHg™' C H konvergere mod ghg~' som sa ma ligge i H for alle g € G. Altsa er
H en normal undergruppe.

Lemma 3.9. Hvis C er kompakt, D er afsluttet og C N D = 0, da findes omegn U af e,
sa CUN DU = ).

Bevis. Hvis C' = () er pastanden klar. Lad x € C. Da D er afsluttet er komplementet
abent og derfor findes ifglge ssetning 3.3 en symmetrisk omegn Y, af e sa 2Y,Y, N D = (),
hvor translationsinvariansen af topologien er benyttet. Ved at benytte saetning 3.3 igen
fas, at der findes en symmetrisk omegn V, sa xV,V,V, C zV,V,V,V, C xY,Y,. Derfor
er (zV,V,V,) N D = (. Saledes er xV,V, og DV, disjunkte, for ellers findes d € D og
V1, Vg, V3 € V,, sa xvvy = dvg_l (idet V,, er symmetrisk), sa d = xvjvyvs, men dette er jo
element i bade D og xV,V,V,, som er disjunkte. Da C er kompakt, findes endelig mange
x;sa C C (V) U U(z,V,,). Ved at seette U =V, N---NV, fas

cu - U?:l(xl%zv) - Uznzl(xZV;Sz‘/l‘z)

Men ingen af meengderne i sidste udtryk har noget til feelles med DU. Dermed er fundet
en omegn som gnsket. O

For Hausdorff grupper geelder specielt folgende, idet kompakte maengder her er afslut-
tede.

Korollar 3.10. Hvis C og D er kompakte og disjunkte maengder i en Hausdorff gruppe,
findes O € O(e) sa CO™'N DO = 1.

Til sidst en ssetning, som ikke har betydning for resten af projektet.
Seetning 3.11. Enhver topologisk gruppe er T 5.

Bevis. Givet en vilkarlig afsluttet meengde F med e ¢ F. G\ F er en aben omegn af e og
seetning 3.1 giver sa, at der findes en aben symmetrisk omegn V' af e med VV C G\ F.
Dette argument kan gentages for V' og vi kan derfor rekursivt konstruere en dalende fglge

{U;}2, af abne omegne af e sa U3, CU; C G\ F. St Voi = U; og V4 = G\ F. For et

dyadisk tal 7 €]0,1[ (i.e. %) findes entydig fremstilling

r=2"1 427 4 ... 427 hvor 0 < <--- <1, er heltal. (3.1)
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Seet sa V. = Vooy Voiy ... Vomup, samt Vg = N{V,|r €]0, 1] dyadisk} (bemeerk, at V, ikke
ngdvendigvis er aben). Der geelder sa, at e € V., hvor r € [0, 1] er dyadisk. Vi viser nu,
at for dyadiske tal 0 <r < s <1 geelder, at

V., CV,, 0<r<s<l. (3.2)

Forr =271 427 4 ... 427 gg s =27™ 4 27™2 4 ... 4+ 27™ findes entydigt heltal k,
sa m; = l; for 1 < k (der er jo egentlig tale om det bingere talsystem). Saet

W — ‘/72711 ‘/27l2 e ‘/é,lk_l = ‘/'Z_ml ‘/'2_m2 N ‘/Q_mk:—l
sa er
V= WVort, Vot - Vo

C WV, Vortp-1 Vo2 ... Vo1 Vo1, V-, indskyd mellemliggende maengder og V-1,
- W‘/é—lk ‘/241@*1‘/2*%*2 R ‘/24p+1‘/24p+1v22_1p - V271p+1

N

CWVyty Vot = WVymty s = WV,
g W‘/Q—mk ‘/2—mk+1 e ‘/Q—mq - ‘/S

Dernaest viser vi, at for hvert dyadisk tal r € [0, 1] og hvert | € N geelder
ViVorr CV,pot. (3-3)
Hvis 7 4+ 27! = 1 er pastanden oplagt s& vi antager, at r + 27! < 1. Hvis [ > [,, sd er
ViVigot = Voo (3.4)

per definition af meengderne og (3.3) opnas. Antag at | < [,, og lad k veere det heltal i
fremstillingen (3.1) sa lp—1 <1 < g (saet [p = 0). Lad

ry = o7l o7l _ o=l ... _9o7h 0g ro=174+r].
Da ses klart, at r < 7y < r + 271 Benyttes (3.2), (3.4) og (3.2) igen, fas
ViVor TV, Vot = Vr2+2—l C Vigo-triq0-1 © Vijoisa.

Hermed er (3.3) pavist.
Betragt maengderne V; og V;. Der galder, at

ec ‘/0 g VO g ‘/17
idet Vo C VyVy-s ifglge (3.3). Ved samme argument, ses at

VWCViCViCViCVLiCVaCVs CV.
4 4 2 2 4 4

Denne proces kan fortsaettes; sa der geelder V,, C V, nar r < s. Definer funktionen

1 forz € F
flx) =1,
inf{rlz € V;,} forzeG\F.
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Daer f(G) C[0,1], f(F) =1 og f(e) = 0. Det skal vises, at f er kontinuert.

Antag, at z € Gsa 0 < f(x) <1 oglad U veere omegn af f(z) i [0,1]. Der findes da
dyadiske tal 0 < r < f(r) < s < 1,84 [r,s] CU. Seet V = (G\ V,) NV, som er aben. Af
f(z) < s ses, at x € V,, og af r < f(x) folger, at € V.. Derfor vil € V, som saledes
er en aben omegn af x. For ethvert y € V vil f(y) € [r,s], idet y € O, giver r < f(y) o
y € O, giver s > f(y). Derfor er f(V) C U og f~H(U) € U(x). [ er altsa kontinuert i z.
I endepunkterne 0 og 1 kan samme argument bruges, og derfor er f kontinuert. Det er
nu vist, at G' er T3 5. O

Inspiration til dette bevis er fundet i [3GT, Urysohns lemma].

4 Haar malet og dets eksistens for lokalkompakte
grupper

Definition 4.1. Et Borelmal p pa et lokalkompakt topologisk rum kaldes et reguleert
Borel mal, hvis

(i) Enhver kompakt maengde er p-malelig,
(ii) for enhver p-malelig meengde A er u(A) = inf{u(U)|A C U, U aben},
(iii) og for enhver aben meengde U er u(U) = sup{u(C)|C C U, C kompakt}.

Hvis et mal opfylder henholdsvis (ii) og (iii) kaldes malet et ydre reguleert mal hen-
holdsvis et indre reguleert mal.

Definition 4.2. Et regulsert Borelmal p pa en lokalkompakt gruppe G kaldes et venstre
Haar mal, hvis folgende er opfyldt:

(i) Enhver kompakt maengde er p-malelig.
(ii) Malet af en kompakt meengde er endeligt.

)
)

(iii) p er ikke nulmalet
V)

(iv) p(zE) = p(F) for enhver Borelmeengde E og = € G.

Et hgjre Haar mal defineres tilsvarende som et hgjreinvariant mal. Hvis et mal bade
er venstre og hgjre Haar mal siges malet blot at veere et Haar mal.

I dette afsnit vil vi vise, at der for enhver lokalkompakt gruppe eksisterer et venstre
Haar mal. Deraf vil eksistensen af et hgjre Haar mal ogsa fglge. Vi benytter en del af den
teori, der er blevet opbygget i 3MI. Lad i det folgende GG veere en lokalkompakt Hausdorff
gruppe, C' C G kompakt og lad N € O(e). Da topologien er translationsinvariant er
{zN | z € C} en aben overdaekning af C. Idet C' er kompakt kan dette reduceres til en
endelig overdeekning. Vi kan derfor tale om et mindste overdekningsindeks som betegnes
(C : N); det er det mindste antal translationer af N af ovenstaende type, hvis forening
overdaekker C'. Da dette er et groft mal for hvor meget stgrre C' er end N er det maske



mere pa sin plads, at tale om en overdasekning i forhold til en fast kompakt omegn CY.

Derfor definerer vi
(C:N)

(Co N ) ’
Denne idé viser sig at veere frugtbar i vores konstruktion af et mal som gnsket, som det
skal ses. Fglgende sztning er et skridt pa vejen:

Proposition 4.3. Lad Cy og N veere givne. Huvis samtidig C' og D er kompakte delmaeng-
der of G, sa geelder

(i) 0 < 7n(C) < oo for enhver kompakt mangde C,

(i) hvis C C D, er 7n(C) < 7n(D),

)

)
(iii) 7w (C'U D) < 75 (C) + 7w (D),
(iv) 7n(C' U D) = 75(C) + 75(D), hvis CN"* A DN~! = 0,
)

(v) forx e G er y(zC) = 1n(C).

Bewvis. De to forste pastande er oplagte. Den tredje folger af, at en overdsekning af C' og
en overdaekning af D tilsammen overdaekker C'U D. Den fjerde ses af, at en translation
af N med et element x € C ikke indeholder noget element fra D og omvendt. For
antages at y € tN N D for x € C sa vil x € DN~ dette er i modstrid med antagelsen,
som giver at C N DN~! = (). Omvendt hvis z € yNNC fory € D vily € CN~!
som igen er modstrid. Man kan sige, at ingen maengde fra overdackningen af D kan
erstattes af en meengde fra overdsekningen af C'. For overdasekningstallene geaelder derfor,
at (C: N)+ (D :N)=(CUD: N), hvoraf pastanden folger. Den femte pastand ses af,
at en overdaekning af C' ved translation med z bringes til at overdaekke zC' og omvendt
ved translation med z~ 1. O

Proposition 4.4. For fast Cy, C findes et kompakt interval [0, k] sa v (C) € [0, k¢] for
alle N € O(e).

Bevis. Lad k¢ veere det mindste antal translationer af Cj der deekker C'. For hvert
N € O(e) vil ko(Cy = N) translationer af N daekke C'. Derfor er (C': N) < ke(Cp = N),
hvoraf pastanden fglger. O

Vi veelger nu en fast kompakt omegn Cy. Med I betegnes maengden af alle kompakte
delmaengder af G. Dan fglgende produktrum:

P =TJ0.kc] = {t : K = Ucex[0, k] [VC € K : 4(C) < k. (4.2)
cex

Ifplge propositionen ovenfor vil 7,y € P for enhver aben omegn N af e. Definér delmaeng-
den T af P ved:
Ty ={mm | M C N, M aben omegn af e}. (4.3)

Foreningen af endelig mange abne maengder er igen aben, sa givet Ny,..., N, € O(e)
findes aben omegn M af e, sa M C N’ N;, dvs. at 7y € T, for i = 1,...,n. Altsa



er Ty € N, T,., hvorfor {T'y | N € O(e)} er stabil overfor dannelse af endelig foren-
ingsmeengde. Ifglge Tychonoffs saetning [3GT] er P kompakt, sa lemma 2.1 giver, at
NnTn # 0. Veelg 79 1 denne maengde. Hvis U er aben defineres

7(U) = sup{ro(D) | D C U, D er kompakt.}

Det ses, at 7(0) = 0. Ved hjelp af 7 og topologien 7 er det nu muligt, at konstruere et
ydre mal. Det ydre mal defineres som

mf{z ) | ACUierK;, K; € K, I numerabel}.

el

for hvert A € P(G) (potensmaengden pa G). Det skal neevnes, at det ydre mal defineret
pa denne made er telleligt subadditivt, altsa at

(U2, A, <ZM ), A; € P(G), (4.4)

samt p*(A) < p*(B) nar A C B og p*(0) = 0. Disse er netop kravene til et ydre mal.
Definition 4.5. En meengde E C G kaldes p*-malelig, hvis

VACG: ' (A) > (ANE)+u (A\E).
Familien af p*-malelige meengder betegnes M og denne er en o-algebra.

M atheenger af den kompakte maengde Cy. Det vigtige ved denne definition ligger i
folgende resultat, som er blevet bevist i [3MI]

Satning 4.6 (Caratheodory). Restriktionen p = pu*|y af et ydre mal p* i G til M er
et mal i G.

For at vise, at vi pa denne made kan frembringe et venstre Haar-mal p pa G, skal vi
vise, at L C M malet af kompakte maengder er endeligt, u ikke er nulmalet samt, at p
er venstreinvariant. Det er praktisk at opsplitte problemet og fgrst vise nogle egenskaber
for 79 og 7.

Saetning 4.7. Om 19 gelder

(i) Hvis C og D er kompakte, sa 70(C U D) < 10(C) + 19(D). Der geelder lighedstegn
hvis C' og D er disjunkte.

(ii) Hvis C' C D begge er kompakte er 7o(C) < 79(D).
(iii) For C kompakt og x € G er 1o(xC') = 15(C).
(IV) T(](C(]) = 1



Bewis. (i) For hver kompakt maengde C er fo: P — R, givet ved fo(o) = o(C), kontin-
uert, idet for ethvert konvergent net oy, — o i P geelder, at 0,(C') — o(C). Maengden
Ay ={o | o(CUD) < o(C)+o(D)} er afsluttet, da den er originalmeengde til [0, oo|
for funktionen g = fc + fp — foup som er kontinuert. Ifglge (iii) fra proposition 4.3 vil
T~ € A; for hvert N sa Ty C A; for hvert N og da A; er afsluttet vil Ty C A;. Derfor
vil o € Ty € A; (for alle N) og deraf fglger forste pastand.

Hvis C' og D er kompakte og disjunkte findes (lemma 3.10) Ny s& CN; ' N DNy ' = 0.
Ved (iv) fra proposition 4.3 er Ty, € Ay = {0 | 0(C U D) = o(C) + o(D)}. Da Ay er
afsluttet (originalmaengde for g til {0}) geelder 7y € Ty, C Ay og anden pastand er vist.

(ii) Lad A3 ={o | 0(C) < a(D)}. Az er afsluttet og Ty C Az (proposition 4.3(ii)) og
derfor 7o € Ty C As.

Pa lignende vis resoneres for Ay = {0 | o(2C) = o(C)} og A5 = {0 | 0(Cy) = 1} og
dermed er ogsa bevist (iii) og (iv). O

Af dette kan sluttes
Korollar 4.8. Hvis Uy og Uy er abne mangder, sa gelder at 7(Uy UUs) < 7(Uy) +7(Us).

Bevis. Lad E C Uy U Uy veere kompakt. Maengderne E \ Uy og E \ U, er disjunkte og
kompakte,da de er afsluttede delmaengder af E. Ifglge [3GT, seetning 6.12], benyttet pa
det kompakte Hausdorff rum F, findes abne disjunkte maengder O, og Oy sa E\ U; C Oy
og E\ Uy C O,. Derfor vil E\ O C Uy, E\ Oy C Uy samt F\ O UFE\ Oy = E. Deraf
folger

0(E) < 19(E\ O1) +10(E\ O2) < 7(Uq) 4+ 7(Us).

Da dette geelder for vilkarlige kompakte delmeengder E af U; U U; folger pastanden. [
Korollar 4.9. Hvis C er kompakt sa er p*(C) > 10(C).

Bevis. Lad C' veere overdaekket af teellelig forening af U; hvor U; er aben. Udtynd til
endelig overdsekning C' C U%_,U;; Da 7(U7_,U;;) = sup{7(D)|D C U}_,U;;, D kompakt }
er 70(C) < 7(Uj_,U;;). Ved foregaende korollar er

T(UL_,U;,) < Z 7(U;,) < Z m(U;).

Derfor er 7o(C) < inf > 7(U;) = u*(C). O
Saetning 4.10. Enhver afsluttet maengde er p*-malelig.

Bevis. Forst vil vi vise, at hvis F' er afsluttet og U er aben, sa vil
pU) 2w (UNFE) +p* (U F). (4.5)

Velg en kompakt maengde D C U \ F og veelg dernaest £ C U \ D. D og E er disjunkte
og DUFE C U, sa ifolge korollar 4.9 og seetning 4.7(i) geelder, at

WH(U) > (DU E) > 7(D U E) = 70(D) + 19(E). (4.6)
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Figur 1: Skitse af maengder i bevis for seetning 4.10.

For fast D C U \ F geelder
1 (U) > 10(D) + sup{o(E)|E C U\ D} = 7(D) + 7(U \ D) > 7(D) + u*(U N F),
Det fglger, at
p'(U) Z sup{ro(D)|D CUN\F}+p*(UNF) =7(U\ F)+p(UNF)
> p (U\NF)+p (UNF),

Dermed er (4.5) blevet pavist. Lad A veere en vilkarlig maengde med p*(A) < oo (ellers
er uligheden oplagt) og lad F' veere afsluttet. Til vilkarligt € > 0 findes en overdeekning
A C U2 U; med abne maengder U; sa p*(A) +€ > > 2, 7(U;), hvilket folger direkte af
definitione af det ydre mal. Det folger derfor ved (4.5) at

+6>Z >Z/~L Z (U;NF) + p* (U \ F))

> pu (( 2 U0 F) + (U i:lUi) \F) > (ANFE) +p*(A\ F).

Den neestsidste vurdering fglger af, at u* er teelleligt subadditivt. Da e var vilkarlig folger,
at enhver afsluttet meengde F' er p*-malelig. O

Bemerkning 4.11. Da de afsluttede meengder frembringer Borelalgebraen pa (G,7), er B
indeholdt i M. I gjeblikket G et Hausdorff rum, sa de kompakte maengder er afsluttede.
Derfor er de kompakte maengder p*-malelige.

Saetning 4.12. Det fundne mal p er et requlert Borel mal.

Bevis. Vi checker pastandene i defintion 4.1. Fogrste pastand er oplagt da vi u er et
Borelmal.
(ii) Lad A vaere p-malelig og antag, at u(A) < co. Det skal vises, at

pu(A) = inf{u(U)|A C U, U er aben.

Hvis A C U er u(A) < pu(U) og sa er u(A) < infscp p(U). Den modsatte ulighed indses
ved fglgende argument. Til vilkarligt € > 0 findes teellelig aben overdaekning A C U U;,
sa

+6>Z (UiesU;) > inf{p(U)| U aben og A C U}
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idet UyU; er en aben maengde. Da e var vilkarlig fglger pastanden.
(iii) Lad aben maengde U vaere givet. Hvis C' er kompakt delmaengde af U, vil u(C) <
w(U) sa sup{u(C)|C C U} < u(U). Den omvendte ulighed folger af, at 7(U) > pu(U) og

7(U) = sup{7(D)|D C U, D kompakt} < sup{u(D)|D C U, D kompakt}
ifplge korollar 4.9. ]
Saetning 4.13. Det fundne mal p er et venstre Haar mal.

Bevis. p er som vist et reguleert Borelmal. Vi checker egenskaberne fra definition 4.2. (i)
Jeevnfgr bemaerkning ovenfor.

(ii) Hvis D er kompakt, kan D overdaekkes af endelig mange kompakte omegne U?_; K?
(pa grund af lokalkompakthed). C' = U, K; er kompakt og D C C°, idet D C U Ky C
(U, K;)°. Da geelder, at

uw(D) < 7(C°) < 1(C) < ke < 0.

Hvor 7(C°) < 79(C) folger af, at for kompakte meengder C, E med E C C° C C er
To(D) < 70(C) og sa
7(C°) = sup{r(D)|D C C°} < 1(C).
(i) Ifplge (iv) i seetning 4.7 og korollar 4.9 fglger, at ;1(Cy) > 1 og dermed pastanden.
(iv) Invariansen af p nedarves fra invariansen af 7, som er vist i seetning 4.7. O

Hermed har vi bevist eksistensen af et venstre Haar mal pa enhver lokalkompakt
gruppe.

5 Entydighed af venstre Haar mal

Lemma 5.1. Antag at X og K er topologiske rum hvor K er kompakt og f : X x K — R
er kontinuert. For hvert xg € X og hverte > 0 findes O € O(xg) sa | f(x,k)— f(zo, k)| < €
narx € O og k € K.

Bevis. Lad 7y € X og € > 0 vaere givne. Pa grund af f’s kontinuitet er f=1(]f(xo, k;) —
€, f(xo, ki) + €[) aben i X x K og derfor findes til hvert k; € K omegne OF € O(xo) og
Oé X O;ﬁf - f_l(]f(fo, ki) — € f(zo, ki) + €]).

Derfor er |f(z, k') — f(x,k;)| < e nar x € Off og k' € Of og dermed

|f (o, k) = (@, ) < [f (w0, k') = f (o, ki)l + [ f (w0, ki) = f (2, k)| <e+e=2e. (5.1)

K kan overdaekkes af endelig mange O,ﬁi sa ovenstaende geelder. Som den gnskede omegn
veelges tilsvarende O = N, 0. For (z,k) € O x K = (N{,0) x (UL, 0F) vil (5.1)
veere opfyldt. O

Saetning 5.2. Lad X ogY wvere lokalkompakte Hausdorff rum, og lad p og v veere requlere
Borel mal pa henholdsvis X og Y. Huvis f € Co(X X Y) sa wvil
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(1) snitfunktionerne f, og fY tilhore henholdsvis Co(Y') og Co(X),
(11) L= fy f(l‘,y)dy(y) € CO(X) 0g Yy fX f('r7y)d/"b(m) € Co(Y), samt

(iii) [y [y flz,y)dv(y = [, [ fl@, y)du(z)dv(y).

Bevis. (i) Lad f € Co(X x Y). Stotten af f er K = suppf kompakt. Se pa projektionen
Ky = my(K) af K pa Y, som er kompakt, da projektionen er kontinuert. Snittet f,
er sammensat af y — (x,y) og f, som begge er kontinuerte, sa f, er kontinuert. Ky
er afsluttet da Y er et Hausdorff rum. suppf, C Ky thi hvis y € {y | f.(y) # 0} vil
0 # fo(y) = f(z,y) sa (z,y) € K og derfor y € Ky. Da Ky er afsluttet vil suppf, =
{y | f:(y) # 0} C Ky. Derfor har f, kompakt stette i Y. Ligesa for f¥.

(i) Ifolge (i) er integralfunktionen

Iy : x—>/fmd1/ /fxydz/

veldefineret. Forst vises, at Iy er kontinuert. Lad xy € X og ¢ > 0. Foregaende lemma
viser, at der findes O € O(z) sa hvisz € O vil |f(z,y)— f(zo,y)| < e(da f: X x Ky — R
er kontinuert). Sa geelder, at

f(x,y) — f(wo,y)dv(y)

Ky

f(z,y)dv(y) — ; f(xo,y)dy(y)':

Ky

< /K F(@y) — Fleoy)ldly) < a(Ky).

Deraf folger kontinuiteten. Iy har samme stgtte som f,, da integralet af en nulfunktion
er nul. Det samme ses for den anden integralfunktion. Derfor er de begge kontinuerte
med kompakt statte.

(iii) Ifolge (i) og (ii) er dobbeltintegralerne veldefinerede. I henhold til lemmaet veelges
OF € O(x;) sa | f(a',y) — f(xi,y)] < efor 2’ € OF og y € Ky. Kx kan overdackkes af
endelig mange af disse O; . Definér disjunkte borelmeengder

A= Kx N (0O \ (UZ2Oy,)), A1 = Kx NO,,.

Der geelder, at Kx C U ;A;. Derefter defineres funktionen

Z 1A xza

som er simpel i fgrste variabel. For g geelder

x,y)dp(z)dv(y ZM S, y)dv(y
/]« )/
— / <z; 1(A;) f(xi,y)> dv(y) = / / 9(z,y)dv(y)du(z)
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Bade f og g er nul udenfor Kx x Ky og idet A; C O er |f(z,y) — g(x,y)| < € for alle
(z,y) € X x Y. Derfor geelder

'/ [z, y)dp(x)dv(y // (z,y)dv(y)dp(z)
)//fxyd/t Ydv(y // (z,y)du(x)dv(y ))<€M(Kx) (Ky),

V/f zy)dv(@)dply // z,y)dv(y)du(z)| < ep(Kx)v(Ky).

Ved trekantsuligheden fas

'/ flagdutaivty) — [[ e p)iveint)

’/ F@y)du(z)dv(y // (2, y)dp(z du()’
'/‘fxydu Viaty) ~ [ [ ot paviypauta)

Da e var vilkarlig folger pastanden. O

< 2ep(Kx)v(Ky).

Lemma 5.3. Lad (G,7T) vere en lokalkompakt Hausdorff gruppe og lad p vere et venstre
Haarmal pa G. Da gelder:

VO € T : p(0) = sup{[ fdul|f € Co(G), 0 < f < 1o}

Bevis. Uligheden > fglger let. For at vise den anden vej, kan vi antage, at u(O) > 0. Lad
a €]0, 1(O)[. Da p specielt er et reguleert mal findes K C O kompakt sa o < u(K). Da G
er lokalkompakt, kan vi veelge aben maengde V C Gsa K CV C V C O med V kompakt
[3GT szetning 6.14]. Nu vil V med delrumstopologien vaere et normalt rum, idet V er
kompakt Hausdorff [3GT setning 11.6.12]. Ifglge Urysohns lemma findes en kontinuert
funktion g : V — [0,1] sd g(K) = {1} og g(V \ V) = {0}. Funktionen kan udvides til
hele G ved g(x) = 0 for x € G\ V. g er sa kontinuert pa G ifplge Tuborg-lemmaet og
derfor er g € Co(G) nu fundet sa 1x < g < 1p. Derfor er o < pu(K) < [ gdp og dermed
a<sup{[ fdu| f € Co(G), 0 < f <1p}. Da a < pu(O) var vilkarlig folger den gnskede
ulighed. O

Bemaerkning 5.4. 1 beviset er pavist, at Cy(G) har elementer forskellige fra nulfunktionen.

Lemma 5.5. Lad G vere en lokalkompakt gruppe og lad j vere et venstre Haarmal pa
G. Hvis O C G er aben og ikke tom, da er u(O) > 0.

Beuvis. Ifglge definitionen af Haarmal er u # 0 sa der findes K C G kompakt sa p(K) > 0.
Lad O C G vaere en vilkarlig ikke tom aben maengde. Velg en endelig overdaeekning
U 2;0 af K. Saer 0 < p(K) <Y, w(x;0) = nu(O) og deraf folger pastanden. O

Lemmaet sikrer, at hvis f : G — [0, co[ er kontinuert og p-integrabel, sa er [ fdu >0
hvis f # 0.
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Seetning 5.6. Lad G vere en lokalkompakt Hausdorff gruppe, og lad v og v vere venstre
Haarmal pa G. Da findes et ¢ >0 sa v = cp.

Bevis. Lad g € Cop(G)\ {0} med g > 0. Og lad f € Cy(G) veere vilkarlig. Idet [ gdp >0

kan vi betragte %. Denne brgk atheenger ikke af p. Thi seettes

f(x)g(yz)
[ g(tr)dv(t)’

sa vil h € Cy(G x G), idet © — [ g(tz)dv(t) er en strengt positiv kontinuert funktion og
stgtten af h er supph C K x LK~ hvor K = suppf og L = suppg. Sa vi har, at

/ F@)du(z / / flx >g(yxi dv(y)du(z) ses ved udregning

(

= // fny_lsL’)g(:c) du(x)dv(y) seetning 5.2 og & +— ¥~ w
(
(

h(z,y) =

B [y Dglz) :
— // fgty_—l)dy(t)dy(y)dﬂ(x) setning 5.2 og y — xy

_ fly~
- fg(x)du(m)/mdu(y).

Det viser, at % kun athaenger af f og g og ikke af p. Derfor er % = §£§Z, det

vil sige, at [ fdv = ¢ [ fdp med ¢ = %. Derfor geelder, at for alle f € Cy(G) er

[ fdv =c [ fdu. Af lemma 5.3 folger nu, at v = cp. U

Vi kan udvide malet til ogsa at gzelde for lokalkompakte grupper, der ikke ngdvendigvis
er Hausdorff.

Saetning 5.7. Lad G vere en lokalkompakt topologisk gruppe og H en afsluttet normal
undergruppe af G. Huvis p er et venstre Haarmal pa G/H sa defineres ved

i(A) = n(k(A)),AeB
et venstre Haar mal pa G.

Bewis. [i er klart et regulaert Borelmal.

De fire resterende egenskaber checkes. (i) og (ii) Hvis K er kompakt er x(K') kompakt,
da k er kontinuert (iii) g er ikke nulmalet, da p ikke er nulmalet. (iv) Da k er en
homomorfi, er k(zA) = kxk(A). Invariansen folger sa ved regningen

(zA) = p(r(zA)) = p[z]r(A)) = p(r(A)) = A(A).
O

Det fglger, at hvis G er en lokalkompakt gruppe, er @ en afsluttet normal under-
gruppe. Derfor findes et venstre Haar mal pa G.
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6 Egenskaber ved Haar mal

Proposition 6.1. Lad G vere en lokalkompakt gruppe og lad ju vere et mal pa G. Ved
f(A) = u(A™1) defineres et mal pa G og der gelder

e 4 er et venstre Haar mal <= [i er et hgjre Haar mal
e 1 er et hgjre Haar mal <= [i er et venstre Haar mal.

Endvidere gelder

[ #dn= [ fan. 1€ cGm (4
hvor f(z) = f(z™).

Bevis. Da u — u~! er en homeomorfi geelder, at hvis A er p-malelig er A~! p-malelig

og dermed er A ji-malelig. Samtidig er (zA)™! = A71z~1 s& de to forste pastande folger
deraf. Hvis f = 14 for A p-malelig, er (x) opfyldt. Da enhver positiv p-malelig funktion
kan tilnsermes vilkarligt med simple funktioner fglger af integralets linearitet og monoton
konvergens, at (x) geelder for alle positive p-malelige funktioner. Derfor geelder pastanden
for alle p-integrable funktioner. 0

Korollar 6.2. Pad en lokalkompakt gruppe findes et og op til multiplikation med en kon-
stant kun et hgjre Haar mal.

Lad G vere en lokalkompakt gruppe og lad p veere et venstre Haar mal pa G. For
x € G og for A € B defineres p, ved p,(A) = u(Az), som er veldefineret da a — ax er en
homeomorfi. Det ses, at p, er et venstre Haar mal pa G, sa ifglge entydighedssatningen
for venstre Haar mal findes et tal A(x) €]0, co[ sa u, = A(x)p for x € G. Herved defineres
en afbildning A : G — R, som kaldes den moduleere funktion for G. Denne funktion er
veldefineret da den ikke afhsenger af p, thi hvis v er et andet venstre Haar mal sa findes
et ¢ > 0sa v = cu og dermed fas v, = cu, = cA(x)p = A(z)v.

Proposition 6.3. Idet f, betegner funktionen g — f(gx™') haves
[ =) [ fan, fe£Gop)
Bevis. Da (14(y))s = 1a(yz—1) = 1as(y) geelder, at
J = [ asdu = p42) = Apu(a).

Da enhver positiv malelig funktion kan tilnsermes vilkarligt med simple funktioner fglger
pastanden nu ved integralets linearitet og Lebesgues monotonissetning. O

Korollar 6.4. Den modulere funktion A : G — R% for en lokalkompakt gruppe er en
kontinuert homomorfi.
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Bevis. For x,y € G og A € B med pu(A) # 0 geelder

Azy)p(A) = p(Azy) = A(y)u(Ar) = A(y) A(z)u(A),

hvorfor A er en homomorfi. Vi viser nu, at den moduleere funktion er kontinuert. Da

Co(G) er teet 1 L1(G, ) er det nok, at betragte funktioner i Cy(G). Lad f € Cy(G) veere
ffacdﬂ
J fdu
for x € G. Lad x € G vere vilkarlig og lad (z)) C G vaere et vilkarligt net, der
konvergerer mod x. Da vil f,, — f, i Cj udstyret med £;-normen, thi for vilkarligt € > 0
er | £, (9) = fo(9)] = | f(gxy") — f(gz™h)| < € for alle g € G fra et vist trin (f er uniformt

kontinuert, idet f har kompakt stgtte) og sa geelder, at

forskellig fra nulfunktionen sa er [ fdu > 0. Ifplge foregaende proposition er A(z) =

1o — full = /G For(9) = ful9)ldu < /K edp = (e,

hvor f har stgtte i den kompakte maengde K. Da e var vilkarlig folger, at f,, — f; i
Li-norm. Da integralet er kontinuert vil [ f,.du — [ f.dp og derfor A(zy) — A(x).
Altsa er den moduleere funktion kontinuert. O

Proposition 6.5. Lad G vere lokalkompakt og lad jn vere et venstre Haar mal. Da er

/f (e /f Yp(z), € LG, p).

Bevis. Lad v = 1 veere malet med teethed 1+ med hensyn til p og lad o(A) = p(i~(A)),
hvor 4 : @ +— 2z~ (skrives ogsa o = i(u)). Sa er v og o hgjre Haar mal. Det eneste problem
er at checke iv:

(Az) = pa™ A7) = p(A7) = o(4)
(40) = [ Luldvly) = [ Lu)A) duty)
=867 [ Ll )A@AG) () = 5) " [ Lalrr A duly)
— A) " A@) [ 1aw)A0) ) = [ Lalyvly) = v(A)
hvor proposition 6.3 er benyttet i tredjesidste trin. Ved entydigheden af hgjre Haar mal

findes ¢ > 0 sa v = co. Her er ¢ = 1, hvilket fglger af folgende: Lad K veere en kompakt
symmetrisk omegn af e, sa er

0= () = 1K) = [ Lila)(e = Ao) (o) = / Ae) " dp(x)

= / c— ldp(x) — / A(z)™t — ldu(x) = (c—1) / Ax)™" — ldu(z).
K K K
Da K er kompakt er u(K) > 0, og derfor er
1
c—lz—/A:c_l—ld x).
7 | A 1)
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Da den modulere funktion er kontinuert, kan ifplge bemeerkning 3.6 til hvert € > 0 vaelges
K € U(e) kompakt og symmetrisk, sa |A(z)™t — 1| < e for x € K. Sa vil

1 1 -1
< 7 [ 1A = ) < e

e [ A@ = 1du(a)
K
Da € > 0 var vilkarlig, ma ¢ = 1. Det kan sa konkluderes, at v = 0. Hvis f € L(u) fas

1(K)
[ sav= [ gar= [ soidu= [ s anto

[ tiv= [ 1aau= [ a6 aua),

og pastanden er bevist. O

lc—1] =

0g

Definition 6.6. En lokalkompakt gruppe G kaldes unimoduleer hvis A(z) = 1 for alle
z € G.

Proposition 6.7. En lokalkompakt gruppe er unimoduler netop hvis der eksisterer et
Haarmal pa G.

Bevis. Fglger umiddelbart af definitionen af A. O
Eksempel 6.8.

(i) Enhver abelske gruppe er unimoduleer, thi p(A) = pu(zA) = p(Az) = A(z)u(A).

(ii) Hvis kommutatorgruppen G’ er taet i G sa er G unimodulaer. For da A er kontinuert,
er det nok at vise, at A(G') = {1}. Men det fplger af, at den moduleere funktion er
en homomorfi

Alzyz~ly™") = Al@)A(y)A@) Aly) ' =1.

(iii) Hvis G er kompakt sa er G unimodulaer. Thi da A er en kontinuert homomorfi
er A(G) en kompakt undergruppe af R%. Og pastanden fplger af, at den eneste
kompakte undergruppe af R¥ er {1}. Der findes derfor et Haar mal p pa G. Da
u(G) < oo kan malet normeres til et mal v med v(G) = 1.

(iv) Lad G veaere udstyret med et venstre Haar mal p. Hvis der findes C' € U(e) som
er invariant under alle automorfier, det vil sige C' = xCz~! for alle x € G, sa er G
unimoduleer. Dette fglger af, at for alle x € G geelder:

#(C) = p(aCa) = A)u(C) = M) 4(C).
SaVr € G: A(x) =1, idet u(C) > 0 ifplge lemma 5.3.

Proposition 6.9. Lad G vere en lokalkompakt gruppe og i et venstre Haarmal pa G.
Da er G unimoduler hvis og kun hvis p er inversinvariant, det vil sige at p(A) = u(A™1)

for A e B.
Beuis. Ifglge beviset for proposition 6.5 er i p=1i(p) og derfor geelder, at
w=1i(u) < A =1<« G er unimoduleer.
O

For unimoduleere grupper geelder altsa, at Vi € L(p) : [(a)du(x) = [ (x)du(x).
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7 Eksempler pa Haar mal

I dette afsnit far vi brug for folgende ssetning.

Saetning 7.1. Lad G vere en lokalkompakt Hausdorff gruppe, der er homeomorf til en
aben delmengde U C R™. Lad ¢ vaere en homeomorfi af G pa U.

(i) Hois funktionen u— ¢(gp~"(u)) er restriktion til U af en affin afbildning L, : R™ —
R™ (affin betyder at L,(u) = Aju+b med A, € GL(n,R) og b € R") for alle g € G,
sa er

1
P = [ e dm(u)
¢(A) | det L¢*1(u)|

et venstre Haarmal pa G (m betegner Lebesgue malet).
(ii) Hvis funktionen u — ¢(¢p~(u)g) er restriktion til U af en affin afbildning R, : R" —
R™ for alle g € G, sa er

1
P = [ e dm(u)
B(A) ‘ det L¢*1(u)|

et hgjre Haarmal pa G.

Bevis. De to pastande kan vises pa preecis samme made, sa vi restringerer os til at vise
forskriften for det venstre Haar mal.

Integralet er veldefineret, for da ¢(g¢'(u)) = L,|v er en homeomorfi, er det Lg-1(y).0
for alle w € U. Hvis A € B(G) vil ¢(A) € B(R") og desuden er determinanten en
kontinuert afbildning. Altsa er |det Ly-1(,|"" kontinuert og derfor malelig. Derfor har
det mening at tale om p(A) som foreskrevet.

Enhver kompakt maengde er p-malelig, da den kompakte meengde er afsluttet (kom-
pakt i Hausdorff gruppen G) og derfor indeholdt i Borelalgebraen.

Hvis C er kompakt er integralet endeligt, pa grund af kontinuiteten af integranden,
samt at ¢(C') er kompakt (afsluttet og begraenset).

Malet er ikke nulmalet, for integranden er positiv og der integreres med hensyn til
Lebesguemalet.

Malet er et reguleert Borelmal, da Lebesguemalet er reguleert.

Vi mangler blot at vise venstre-invariansen.

1
w(xA) = / ——————dm(u)  substitution u — ¢(x¢ '(u)) og keederegel
o) | det Lo
det L,
= / Mdm(u) benyt at det L,, = det L, det L,
o4 | det Log—1u)|

1
Y
/qs(A) | det Ly-1y)]

Forst er benyttet substitutionen u — ¢(z¢~'(u), som er restriktionen af en affin afbildning
L., og keedereglen [3MI], idet Jacobi matricen for afbildningen L, netop er matricen A,.
Determinanten for denne er netop den vi skriver som det L,. Derefter benyttes, at

det L, = det L, det L,,

thi for u € U er L,Lyu = ¢(xd (d(yp~(u)))) = ¢(zyp~(u)) = Lyyu, og da matricerne
A, Ay, Ay er entydigt bestemte, er det Ly, = det L, det L,,. O
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Haarmalet for GL(n,R)

Topologien pa GL(n,R) er den, vi har diskutteret tidligere.
Forst vil vi behandle specialtilfeeldet GL(2,R). Lad a = (& &) € GL(2,R). Definér

¢: GL(2,R) — R* ved
ayp a2\ | as
(b (a,g (l4) o a9

Qayq

sa er ¢ en homeomorfi af GL(2,R) pa en aben delmaengde U af R* (U = R* \ ker(det)
og determinanten er en kontinuert afbildning, idet den er sammensat af multiplikation og
addition, sa kernen er afsluttet). Med

(41
U2
Us
Uy

er

1 _ ap Qa U U3 . a1uy + auy  a1u3 + asuy
dlag™ (u)) = ¢ <(a3 a4) (u2 a4)) =¢ (a3u1 + aqus  azuz + a4u4>

ajuy + aols a; as 0 0 Ui
| auzt+aus | faz ag 0 O Us
| asugFaus | O 0 a; as Us
asls + ayly 0 0 ag a4 Uy

Altsa er u +— ¢(ap~'(u)) restriktionen af den lineere afbildning L, : u — (& 9)u (bemeerk
notation med submatricer) og | det L,| = (det a)?. Sa ifslge eksemplet ovenfor er = fm
et venstre Haar mal pa GL(2,R), hvor m er Lebesgue malet og f(x) = ‘ﬁ;} a2 }72 med
x = (ﬁ;} g;g) Pa tilsvarende vis findes et hgjre Haar mal pa GL(2,R). Med den samme
homeomorfi ¢ er

aq 0 as 0 Ui

_ 0 ag 0 a U
IR IR I
0 (05} 0 Qy Uy

Derfor er ¢(¢~!(u)a) restriktionen af en lineser afbildning R, med |det R,| = (deta)?.
Altsa er = fm fra for ogsa et hojre Haar mal. Deraf ses, at GL(2,R) er unimoduleer.

Med ovenstaende i tankerne, kan vi finde et Haar mal pa GL(n,R). Lad a € GL(n,R)
og homeomorfien ¢ : GL(n,R) — U C R™ (U er aben) veere givet ved

aip ... QO1p ay a5
a= | : : og  ¢a)=1]:], hvor ay=1| 1 |,

Ap1 ... Qpp Qp, (07%)
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hvor vi har identificeret R” med R™ x ... x R™. Lad u € R veere givet ved

Uy U4
u=1\| 1], hvor wy=1| : |,
Up Unpys
sa er
ail ... Gin U1 ... Uln Zialiuil Zl A13Uin
¢(a¢—1(u)):¢(( P )( P ))Zcb : :
anl .- Gnn Unl .-+ Unn Zz QAni Uil .- Zl AniUin
> a1iUs a1 ... ain
: 0
Z¢ AnqUql a;ﬂ a;m (%1
> a:uuz'n 0 a%l a%n u,
> a;,iuin ani s Gnn
Sa u — ¢(agp~1(u)) er restriktion af den linesere afbildning
a 0
Ly :uw— ( ) U,
0 a
og |det L,| = |[(deta)”| = |deta|™ Derfor er malet u defineret ved u = fm med
T11 ... Tin T11 ... Tin ||~ N
f < : : ) = et venstre Haar mal pa GL(n,R).
Lol - Tnn Tni o Tnn
Det ses, at
ail an1
( ..an) < ..an1> 1
$(0 (u)g) = : : A

< N ) < h ) '
n
Aln Qann

svarende til en lineger afbildning R,. Determinanten for denne matrix er den samme som
for matricen for L,. Dette skyldes, at determinantens nummeriske veerdi ikke sendres,
selvom matricens raekker og sgjler ombyttes eller hvis matricen transponeres [1LA, Thm.
7.4, 7.10]. Her en kort skitse over de trin (|det |-bevarende), der fgrer matricen for R,
over i matricen for L,. Fgrst raekkeombytning, derefter tilsvarende sgjleombytning og
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sidst transposition

ail anl (au 0 ... 0) (anl 0 .. O)
( ’ au) ( ' am) ain 0.0 ann 0 ... 0

. . _— . .
(aln ) (ann ) (0...0(111) (0...Oan1)
Aln Ann 0..0ain 0..0ann
a1l ... Anil ail ... ain
Aln ... Ann anl ... Ann
ail anl ail aln
aln ... Qnn anl ... Ann

Altsa fas, at hgjre og venstre Haar mal pa GL(n,R) er ens og derfor er gruppen unimod-
uleer.

Haar malet pd G = {({ 1)z € R\ {0},y € R}
Definér den surjektive homeomorfi ¢ : G — R\ {0} x R ved ¢(§}) = (Z) Da
Ty — Yy Ul u2 — (x O
o(5ne (M) =elGD =GO (2 + (),

folger at du(§Y) = 2 *dxdy er et venstre Haar mél pa G. Idet

ol ()G =G ().

erdu(§Y) = |z[~*dzdy et hojre Haar mal pa G. Det folger altsa, at G ikke er unimoduleer.
Da G er en undergruppe af GL(2,R) haves et eksempel pa en unimodulaer gruppe med
en ikke unimodulser undergruppe.

8 Repraesentationsteori

I det fglgende betegner G en lokalkompakt unimoduleer gruppe, og H er et separabel
Hilbertrum over C.

Definition 8.1. Ved en repraesentation af G pa H forstas en homomorfi T" fra G ind i
B(H)*={S € B(H)| S er invertibel}. Det bemaerkes, at B(H)* er en gruppe.

e Repraesentationen 7" kaldes kontinuert safremt afbildningen (u, x) +— T'(z)u fra H x
G ind i H er kontinuert.

e Repraesentationen T kaldes uniteer, hvis Vo € G : T'(x) er uniteer.

e Ved dimensionen, dim 7', af en repraesentation 1" forstas dimensionen af H. Hvis H
er uendeligdimensionelt seettes dim T = oo.
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Eksempel 8.2. Lad G = (R,+) og H = C, det vil sige B(H)* = C* = (C\ {0},-). Som
bekendt er (R, +) en lokalkompakt unimoduleer gruppe.
(a)
Ti(r) =e* keC,zeR
Ty(x) = e** k€ R,z € R.

Her er bade T og T» klart en-dimensionale kontinuerte repraesentationer af R pa C. Da
Ty(x) =1 for alle z € R er Ty(x) en isometri og derfor er T uniteer [2AN, seetning 11.6.2].
Man kan vise, at de eneste en-dimensionale kontinuerte repreesentationer af G pa C er af
formen T;. Dermed er de eneste en-dimensionale kontinuerte unitaere repraesentationer af
G af formen T5.

(b) Lad os angive en diskontinuert uniteer repraesentation af G. Lad {{,} veere en
Hamel basis for R [3GT, p. 1.1.30] med &,, = 1. Lad &,, veere et andet basiselement,
sa er £, € R\ Q. Definér T ved T'(z) = €1, hvor & = Y Tala, s& er T en uniteer
repraesentation af G og da T'(q) = 1 for alle ¢ € Q og T'(&,,) = €' # 1 folger, at T er
diskontinuert (Q er teet i R).

Definition 8.3. Lad T vere en repraesentation af G pa H. Et underrum V' af H kaldes
T-invariant, hvis Vo € GYv € V : T'(z)v € V. T kaldes (topologisk) irreducibel, hvis de
eneste afsluttede T-invariante underrum er {0} og H. Hvis H har et aegte (ikke trivielt)
T-invariant afsluttet underrum V', kaldes T' reducibel.

Det bemaerkes, at hvis dim 7" = 1 er T irreducibel, da de eneste underrum er trivielle.
Hvis T er en reducibel repraesentation, med V' som et aegte afsluttet T-invariant underrum,
induceres en repraesentation Ty af G pa V' ved Ty (x) = T'(z)|y, altsa Ty (x)v = T(x)v for
x € G og v € V. Denne repraesentation kaldes delrepraecentationen af T" pa V.

Proposition 8.4. Lad T vere en uniter representation og lad V' vere et afsluttet un-
derrum af H. Da gelder, at

V er T-invariant <= V* er T-invariant.

Bevis. Antag, at V er T-invariant og lad u € V,v € V+ samt z € G. Da er (T'(z)v,u) =
(v, T(z)*u) = (v, T(z")u) = 0 da T(x~Hu € V. Altsa er V! et T-invariant underrum.
Idet V = (V4)* folger den anden implikation. O

Definition 8.5. En repracsentation T af G pa H siges at veere en direkte sum af repraesen-
tationerne T} af G pa H;, hvis H; er afsluttede T-invariante underrum af H sa H = ®;c; H;
ogViel:T, =Ty, |safald skrives T' = @,/ 7T;.

T kaldes fuldsteendig reducibel, hvis T kan skrives T" = @;¢;T; med T; irreducible del-
repraesentationer for alle ¢ € I.

Korollar 8.6. En uniter endelig-dimensional representation T' af G er fuldstendig re-

ducibel.

Bewvis. Hvis T er irreducibel er dette klart. Hvis T ikker er irreducibel findes et segte
afsluttet T-invariant underrum H;. Proposition 8.4 giver Hi- ogsa er T-invariant og H =
H, ® Hit. Hvis Ty, og Ty er irreducible er vi feerdige ellers fortsaettes. Da dimT < oo
er denne proces endelig, og slutter derfor med en sum af irreducible repraesenetationer.
underrum H;. OJ

23



Definition 8.7. En operator S siges at kommutere med en repraesentation 7" pa G, hvis
Vge G:T(g9)S = ST(g).

Lemma 8.8. Lad T vere en uniter representation af G. Huvis operatoren S kommuterer
med T sa kommuterer den adjungerede operator S* ogsa med T.

Bevis. Antag at S kommuterer med T. Daer T(g')S = ST(g!) for alle g € G. Da den
adjungerede operator er entydig, er S*T'(¢g!)* = (T'(¢~")S)* = (ST(¢g7"))* = T(g~1)*S*.
Og da T er en uniteer repraesentation, star der S*T'(g) = S*T'(g~Y) ™! = T(¢g7H)71S* =
T(g)S™*. O

Satning 8.9 (Schurs Lemma). Lad G vere en lokalkompakt unimoduler gruppe og
lad (T, H) vere en topologisk irreducibel representation af G. Hvis S : H — H er en
begrenset kompakt operator, som kommuterer med T, sa er S = ul for et yu € C.

Beuvis. Fgrst viser vi pastanden i tilfeeldet, hvor S # 0 er kommuterer med T samt er
begreenset, kompakt og selvadjungeret; sa er S normal (S*S = SS*). Ved [3AN, thm.
3.6] har S mindst én egenveerdi. Velg en egenveerdi A # 0. ker(S — M) er forskellig fra
{0}, da X er egenveerdi, og afsluttet, idet S er begreenset og dermed kontinuert [3AN].
Kernen er T-invariant, thi hvis u € ker(S — AI) og g € G er vilkarlige, vil

(S = AT (g)u= ST(g9)u — MT(g)u=T(g9)(Su) —T(g)(Au) =T(g)(Su— Au) =0

Da T er topologisk irreducibel er ker(S — AI) = H. Derfor er Sz = Az for alle z € H.
Pastanden folger deraf.

Lad generelt S # 0 kommutere og veere en begrzenset og kompakt operator. S kan
skrives

1 o b o
5—5(54—5)—5(25—25 )

altsa som en sum af selvadjungerede operatorer S + S* og 1S — iS*. Disse operatorer
er tilmed kompakte ([3AN] S kompakt giver S* kompakt) og kommuterer med 7' ifplge
ovenstaende lemma. Ifglge det for viste, geelder sa, at

1 .

Dermed er Schurs lemma bevist. O

9 Reprasentationsteori for kompakte grupper

I det folgende betegner GG en kompakt gruppe; der findes sa et Haar mal pa p pa G med
u(G) = 1. Lad H veere et separabelt Hilbert rum over C. Alle repraesentationer antages
at veere kontinuerte.

Saetning 9.1. Antag at (T, H) er en representation af G. Da findes et indre produkt
pa H sa T er en uniter kontinuert representation. Endvidere er det nye indre produkt
(norm-) @kvivalent med det oprindelige.
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Bevis. Lad T : G — B(H) vaere givet og lad (-, -) betegne det oprindelige indre produkt
pa H. For faste u,v € H betragtes afbildningen g — (T'(g)u, T(g)v) fra G ind i C. Denne
afbildning er kontinuert og da G er kompakt er den ogsa integrabel. Det har derfor
mening, at definere det nye indre produkt ved

(o) = [ (M@ T(a))dul). wveG.

Dette er et indre produkt, idet det tydeligvis er lineser i fgrste variabel og

(u,0) = /G (T(g)u, T(g)v)dulg) = / T()v, T(g)u)dulg) = (v,u).

G

Hvisu # Oer (T'(g)u,T(g)u) > O foralle g € G ogfor g = eer (T'(e)u, T(e)u) = (u,u) > 0.
Sa da g — (T'(g)u, T(g)v) er kontinuert er (u,u) = [,(T(g)u,T(g)u)du(g) > 0.
T er uniteer med hensyn til dette indre produkt, idet for h € G er

(T (), T(R)o) = /

G

- [ @ T(@))dute) = (.0

(T(9)T(h)u, T(g)T(h)v)du(g) = /G (T'(gh)u, T(gh)v)du(g)

hvor det i naestsidste trin er benyttet, at p er invariant.

At T er kontinuert med hensyn til (-, -) folger af, at de to indre produkter er normaek-
vivalente [2AN]:

Lad ||ul|? = (u,u) og ||ul|3 = (u,u). Vi har at

2 = /G (T(g)u, T(g)u)dulg) < (sup | T(9)II)? /G (u, w)dpu(g) = N*(u,u) = N*|Jul2.

geG

Her er N = sup, ||T(g)| < oo, ifslge Banach-Steinhaus satning [3AN, U3.1], idet
Vu € H :sup,eq [|T(g)ul1 < oo. Af

lullf = (T(g™ )T (g)u. T(g~ )T (g)u) < (sup [T(9))*(T(9)u, T(g)u) = N*|T(g)ul3,

9eG
folger at
lullf = /G(u,U)du(g) < N? /G(T(g)u,T(g)U)d#(g) = N?lull3.
Det ses, at N7!|ull; < |lull2 < NJjul|1, s& de to normer er akvivalente. O

Saetningen siger, at nar vi betragter kontinuerte repraesentatitioner af kompakte grup-
per, kan vi uden indskraenkning antage, at disse er uniteere.

For vi gar igang med hovedsaetningerne for kompakte grupper, er vi ngdt til at udvide
integralbegrebet. Vi gnsker at definere integralet for kontinuerte funktioner ¢ : G — H.
Hertil bemzerkes, at £ : v — [, (v, ¢(z))dp(z) definerer en lineser funktional pa H; denne
er tillige kontinuert, da

0w)| < /G (v, 6(2))dps(z) < /G Jolllota)lda(e) < ol sup o)1l
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hvor det normerede mal er benyttet, samt at sup,cq ||¢(x)| < oo fordi ¢ er kontinuert
og G er kompakt. Ifplge Riesz’ seetning [2AN] eksisteren en entydig vektor £ € H sa
Vu € H : (u,&) = £(u). Vi definerer integralet som dette £

/ o(9)dp(g) =
G

Fglgende egenskaber noteres for integralet:
(1) fw +@)dp = [Pdp+ [ ddp,
[ o(g) = [ ¢(gh)du(g) = [ ¢(hg)du(g) = [ ¢(g~")du(g) for h € G,

(i)
i) | f¢du|l < f Illdu og
(iv) For en begraenset operator, S € B(Hy, Hy), mellem to Hilbertrum H; og Hs, gaelder

s [ odu = [ soan

De to forste pastande er oplagte. Den tredje indses ved at ||£|| = ||¢||, ifelge Riesz seetning,
og regningen

1] ¢dpll = sup{[ [(v, ¢(x))du()] | [[o] <1}
< sup{[ [[v[l[|o(z)l|du(x) | lv]} <1} = [ [olldp.

For vilkarligt v € Hy haves

(v, 8 ¢dp) = (S™v, [ ¢dp) = [(S™v,¢(g))dplg) = [ (v, Sé(g))dplg) = (v, [ Sodp).
Hermed er fjerde pastand pavist. Denne giver folgende egenskaber

e Med Hy = Hy 0g S = M for A € Cer A [ ¢du = [ Addp. Dermed er vist, at det

definerede integral er linesert.
e Med Hy =Cog S = (-,u) for u € Hy er ([ ¢pdu,u) = [(¢(x),u)dp.

Lemma 9.2. Lad (T, H) vere en uniter representation of G. Afbildningen K : H —
End(H) givet ved

K(u)v = /G(U,T(x)u)T(x)udp(a:), u,v € H

har folgende egenskaber

(i) Yu € H erK(u) en selvadjungeret Hilbert-Schmidt operator,
(ii)) Yu € HVYy € G er K(u)T(y) =T (y)K(u) og

(iii) ethvert egenrum E) til en egenveerdi \ for K(u) er T-invariant, u € H.
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Beuvis. (i) Idet
Kol < [ 1 T@0 @) < [ JolliTel )
= /G o[ ||w||*dp(z) idet T'(z) er uniteer og derfor isometrisk [2AN]
— lollul?, v e H,
er K(u) begreenset. Da vi for alle v,w € H har at
(K(wow) = [T @0 w)du) = [To @0 Tewdi)
— (o, f(w, T(e)u)T (@)udp(x)) = (v, K (u)w)

er K(u) = K(u)*. Lad (e;);es veere en vilkarlig ortonormalbasis for H. Sa er

S IR el = S e Kwe) = 3 [ (e T@(T @, Ku)e)du(a)

=2 / / ei, T(x)u)(T (y)u, T(x)u)(e:, T(y)u)dp(y)dp(z)
/ / > (T, eq)(es, T(x)u)(T (x)u, T(y)u)dp(y)du(z)

- / /G (Z(T(y)“’ ei)eijT(fﬁ)U> (T(a)u, T(y)u)dp(y)dp(x)

2 / / (T(y)u, T(@)u)(T(x)u, T(y)u)dp(y)du(x)

- [ 1@ T Pautdute)

< /G IT@)ull* 1T (y)u) P duly)du(z) = [[u]l* < oo,

idet T'(x) er isometrisk. Altsa er K (u) en selvadjungeret Hilbert-Schmidt operator. Und-

ervejs er fglgende benyttet:
1.

> lei T(@)u)(T()u, T(y)u)(T(y)u, )

el

%
< |T(z)u, T(y)ul (Z (s, T()u)> > (e, T(y)u)|2> ved Holders ulighed
i€l jeEI
= (T(x)u, T (y)w)||| T (x)ul|| T (y)u| ved Parseval ligning
= [Jull* < o0
Derfor folger af Lebesgues majorantsetning, at vi kan ombytte sum og integral. Holders

ulighed og Parsevals ligning stammer fra 2AN.
2. Ortonormaludviklingen.
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(ii) For vilkarlige v € H og y € G haves

T()K (w0 =T(0) [

G

(0, T(x)u)T (x)udp(x) = /G(% T(x)u)T(y)T (z)udp(z)

= / (T'(y)v, T(yx)uw)T (yz)udp(x) idet T er uniteer og en homomorfi
e

- /G(T(y)v,T(:c)u)T(x)udu(:c) p er invariant
=KwT(yv, veH

Det vil sige, at K (u) kommuterer med T for alle u € H.
(iii) Antag A € C er en egenveerdi for K (u) og lad E) veere det tilhgrende egenrum.
Hvis v € E) og y € G er vilkarlige sa er

Det vil sige, at T'(y)v € Ey, hvorfor E) er T-invariant. O
Operatoren K (u) kaldes Weyl-operatoren.

Satning 9.3 (Peter-Weyl). Enhver irreducibel uniter representation (T, H) of G er
endelig dimensional.

Bewvis. Lad K(u) veere Weyl-operatoren til 7. Ifglge lemma 9.2(ii) vil K(u)T(y) =
T(y)K (u) for alle w € H,y € G. Sa ifplge Schurs lemma er K(u) = a(u)I, hvor a(u) € C.
Altsa er

a(u)(v,v) = (K(u)v,v) = /G(v,T(x)u)(T(a:)u,v)du(x).
Det vil sige, at
ol = [ (7@ o)) (9.)
Ombyt v og u i (9.1):
lll? = [ (T @ wdute)

= / \(v, T(z~")u)Pdp(z)T uniteer, sa T(z)* = T(z) ' = T(z™Y)
:/| Yu, v) [Pdu(z) /|T x)u, v)|2du(r) ved Proposition 6.5
7.

= a(u)v

Altsa er a(u) = c||ul|? for u € H, hvor ¢ er en positiv konstant. Thi med ||u|| = 1 og
u = v giver (9.1):

/ (T (@), ) Pdp(e) = afu)|jull? = cljull = e,
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og da den ikke negative kontinuerte funktion x +— |(T'(x)u, u)|? er positiviz = e er ¢ > 0.
Lad (e;); veere et vilkarlig ortonormalsystem i H, vi gnsker at vise, at n ikke kan vaere
vilkarlig stor. Seet u = e, med k € {1,...,n} ogv=-e; i (9.1), herved fas

/ (T(@)er, 1) Pduz) = afen)lal? = cllexl? = ¢, ke {L,...,n)

Hermed haves:

n0—2/| x)eg, ey | du(z /G x)eg, ey | du(z / ||61|| du(z

k=1

Her er Parsevals ligning benyttet i neestsidste trin. Den kan bruges, da (T'(x)ex)}_,
er et ortonormalsystem i H pa grund af, at T'(x) er uniteer. Altsa er n < %, hvorfor
dim 7" < 1. O

Saetning 9.4. Enhver uniter representation (T, H) af en kompakt gruppe G er en direkte
sum af irreducible endeligdimensionale unitere delrepresentationer.

Bews. Fgrst vises, at

Hy # {0} er et T-invariant underrum —
JA # {0}, hvor A er et T-invariant underrum med dim A < co, A C H (o)

og irreducibel delrepraesentationen 7'y4.

For hvis Hy # {0} er et T-invariant underrum, kan vi betragte delrepraesentation T,
(som ogsa er uniteer). Lad u € Hy \ {0} og lad K (u) veere Weyl-operatoren hgrende til
Th,. Som i beviset for seetning 9.3 er

(K (u)v,v) = cllul*[lv]]* # 0,

hvis (u,v) # 0 for v € Hy, hvorfor ker K(u) # Hy. Sa da K(u) er en selvadjungeret
Hilbert-Schmidt operator findes en egenveerdi A € C\ {0} ifolge [2AN], med tilhgrende
egenrum FEy. Da K(u) specielt er en kompakt operator [3AN] er dim E) < oo.

E\ er Ty,-invariant ifplge lemma 9.2(iii) og sa geelder, at for v € E\ C Hy C H
er T(g)v = Th,(g)v € E\. Sa E) er T-invariant. Da dim E) < oo er E) et afsluttet
underrum, og derfor kan vi betragte T, , som ifglge korollar 8.6 er fuldsteendig reducibel.
Det vil sige

TE)\ - EBZ ITE(Z)7

hvor T’ er en irreducibel delrepreaesentation af T, og dermed af T'. Altsa haves o med
A

f.eks. A= ES).

Lad M veere det mindste underrum af H, der indeholder alle parvis ortogonale en-
deligdimensionale T-invariante underrum F; sa Ty, er irreducibel.
Sa er M et ikke-trivielt (M # {0}) T-invariant underrum og M kan skrives M = @,/ F;,
hvor dim F; < oo, E; er T-invariant og T, er irreducibel.
Faktisk er M = H, thi ellers er M+ # {0} et T-invariant underrum (7" er unitaer) og s
giver () modstrid med definitionen af M. Hermed haves T' = @;¢;Tg,, hvor dim Tp, < oo
og T, er irreducible uniteere delrepraesentationer af 7' O

29



10

[1LA]

2AN]
3GT]
3AN]

[Cohn)]

[Barut]

[Munroe]

[Gaal

Referencer

Messer, R.: Linear Algebra Gateway to Mathematics, HarperCollins College Pub-
lishers, 1993

Duurhus, B.: Matematik 2AN, Matematisk Institut, 1995
Berg, C.: Generel topologi, Matematisk Institut, 1996

Rudin, W.: Functional Analysis, McGraw-Hill Inc., 1991 Samt ugesedler som mark-
eres U* *,

Cohn, D. L.: Measure Theory, Birkhauser Boston, 1980

Barut, A.O., Raczka, R.: Theory of Group Representations and applications, Polish
Scientific Publishers, 1977

Munroe, M.E.: Measure and Integration, Addison-Wesley, 1971

Gaal, S.A.: Linear Analysis and Respesentation Theory Springer, Berlin

30



