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Abstract

For an integer n > 2, define the following functions:

B e _d(n) _ In(D(n))Inlnn
d(n) = Zl, d*(n) = Z 1, D(n)= ()’ and f(n) = . .

d| d|n, (d,%):l
It is proved that:
In2
limsup (f(n)) = 2% and max (f(n)) = f(466560000) = 0.581001....
n—-+oo 3 n>2

For the latter result, we introduce, studied and effectively calculate the d*—superior
highly composite numbers, which are similar to the superior highly composite num-
bers of Ramanujan.

1. Résumé

On considere les fonctions arithmétiques suivantes

i) =31, &= Y 1, D)= ;i((’;)).
d

dn, (d,%)=1

Pour n > 2, on pose
In(D(n))Inlnn
fiay = LDl
nn

On a étudié 'ordre maximal de la fonction f(n) et obtenu les résultats suivants
In2
limsup (f(n)) = HT et max (f(n)) = f (466560000) = 0.581001.....
n—-+oo nz

Pour établir la deuxieme égalité, max (f(n)) =0.581001..., on a introduit étudié et

calculé effectivement les nombres d*—hautement composés supérieurs. Ces nombres
sont similaires aux nombres hautement composés supérieurs de Ramanujan.
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2. Introduction

Sachant que, pour n > 1, on a d*(n) = 2*(™ o w(n) est le nombre de facteurs
premiers de n, alors 'étude de cette derniére fonction w(n) par G. Robin dans [6,
pp. 76-84] permet d’obtenir facilement les résultats suivants sur d*(n)

In (d*(n)Inl
Jimn sup (w) — 2
n—-+00 Inn
il existe une infinité de nombres entiers n > 4 tels que ln(d*(ﬁlw >1In2et
=0.959324. ...

Inn In 223092870

e (ln (d* (n))Inln n) In (d* (223092870)) In In 223092870
X =
n>3

L’ordre maximum de la fonction D(n) est déterminé en s’inspirant du théoréme de
Wigert sur la fonction d(n) [1, pp. 294-296]. On rappelle que, par définition, la
proposition

(In(D(n)))Inlnn  In2

lim su =
’I’LHJ,»C)})) Inn 3

est équivalente a la proposition suivante.
Pour tout € > 0, on a:
(a) Il existe un nombre entier N(¢) > 0 tel que

Inn

In2 (14e) o2
D(n) < (%)

(b) Tl existe une infinité de nombres n > 0 tels que

pour n > N(e)

In?2 (1*5)%
D(n) > <“?> .

La fonction arithmétique D(n) étant multiplicative, alors les idées développés par
J.L. Nicolas et G. Robin dans [3] pour la fonction d(n) pourraient lui étre appliquer
si on dispose de nombres qui remplacent les nombres hautement composés supérieurs
(hes) de Ramanujan [4]. Pour surmonter cet obstacle, on a définit et étudié des
nombres liés a la fonction D(n) et similaires a ceux de Ramanujan, qu’on a appelés
les nombres d*—hautement composés supérieurs (d* — hes). L’étude et le calcul
effectif des nombres d* — hcs nous ont permis de mettre en ceuvre les techniques
de [3] et de déterminer explicitement le maximum absolu de f(n). On démontre
auparavant, que le maximum absolu de f(n) est atteint en un nombre d* — hes.
Les résultats obtenus sont résumés dans le théoreme suivant.
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Théoréme. Soient, pour n > 2, les fonctions

1

d(n) dln In(D(n))Inlnn
D(n) = = t =
(n) d* (n) > 1° f ) Inn
dln, (d,3)=1
On a
1. L’égalité D (n) = O (ln5 n) est fausse (V8 > 0) et D (n) = o (n°) (V6 > 0).
2. limsup (f(n)) = 22 et il existe une infinité de nombres entiers n > 2
n—-—+oo

tels que f(n) > 1“72
3. Le mazimum absolu de f(n) est atteint au nombre N = 466560000 = 210 x 3¢ x 54
et vaut 0.581000--- et l'on a

N)l 0.5810011
D(n) < exp m < exp S0 pour n > 3.
Inlnn

Dans cet article nous faisons usage des fonctions classiques 7(x) et 8(z) de la
théorie analytique des nombres

m(z) = Zl et O(z) = Zlnp

p<w p<zw

ainsi que le théoreme des nombres premiers sous les formes suivantes

r(z) = (1+ ﬁ +0 (111§x)> et f(z) = <1+0 (111136)) .

Nous désignons la partie entiere d’un nombre réel = par [z].

Les calculs ont été conduits a l'aide du Fortran et le systéme de calcul formel
Maple.

Dans un prochain article nous espérons étudier la fonction D(n) dans les progres-
sions arithmétiques {I +mk /1 <1<k, (I,k) =1et m € N*}; nous allons con-
sidérer les fonctions

d(n;k,l o . _ In(D(n;k,l)) In(ep(k)Inn
Dk = fglth = | L ol f ok, = MO et
pe|In, p=i(k)

((p (k) = > 1 = la fonction d’Euler)

1<m<k, (m,k)=1

nous étudierons 'ordre maximum de la fonction f (n;k,l) et nous calculerons, uni-
formément pour [, le maximum absolu de f (n;k,1) pour quelques petites valeurs
de k.
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3. Les Nombres d*— Hautement Composés Supérieurs (d*— hcs)

3.1. Etude d’une Fonction et d’une Suite

Définition 1. Pour tout nombre réel x > 1 et tout nombre entier o > 1, on pose
In(1+2)
H(zx,a) = ———2~.
(z,0) Inx
Pour tout nombre entier o« > 1 fixé, la fonction x — H (z,«) est continue stricte-
ment décroissante de +00 & 0 sur l'intervalle |1, 4+o00].
Pour tout nombre réel > 1 fixé, la suite (H (x, a)) o~ €st strictement décroissante.

Définition 2. Soit € > 0. Pour tout nombre entier a > 1, ’équation H (z,«) =
¢ admet une unique solution, dépendant de e, dans lintervalle ]1,4o00[, qu’on
notera par z,. On définit ainsi une suite (24(€)) ey = (Ta)qen- Par la relation
H (z4,) = €. Le premier terme, 1, de la suite (24),cy- Sera noté par .

Lemme 3. Pour tout ¢ > 0, la suite (2a(€))yene = (Ta)qen- de la définition 2
vérifie les propriétés suivantes:
1. Elle est strictement décroissante.

R In(1+1
2. Pour tout « € N*, on a zo = 2% ot v (a) = (ln;) et l'on a
- In(3/2)
x — 400 & (rq — +00 pour tout o € N*). En particulier xo = x~ w2 et x3 =
In(4/3)
T In2

3. Pour tout nombre entier n > 2, il existe un nombre fini de terme x, qui sont
>n.

Démonstration. 1. Pour tout « € N*, on a

e=H (zq,a) = H (zar1,0+ 1) < H (zgt1,0) 00 Ty > Toy1.

1
2. Sachant que ¢ = H (z4,a) = H (z,1), alors lnl(i;ra) = lf‘n(i), il en vient
1
To = %@ ot v(a) = % Puisque 0 < v(a) < 1 pour tout o € N*, alors

Tr — +00 & Ty — +00.
3. La fonction H (x,«) étant décroissante pour x et «, alors pour tout v € N*,
onaz, >n<s H(xea)<H(n,a). Puisque H (24, ) = ¢, alors

H(zq,a) < H(n,a) < e < H(n,a).

La derniere inégalité est équivalente a a < ﬁ ce qui prouve l’existence d’'un
nombre fini de termes x, qui sont > n. ]

Définition 4. Pour tout nombre premier p, on pose E, = {H (p,n) / n>1} et
E= |J E, Lensemble E est dénombrable et on range ses éléments en une
p premier
suite décroissante
In(3/2)

In2
51=H(2,1):1>52:H(3,1)=12—3>53=H(2,2):v>~--
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Pour tout € tel que €1 > € > 0 il existe un nombre fini d’élément de E qui sont
> € car

H(p,a)>e=H(2,a) > a<

2¢ —1°

3.2. Les Nombres d*—Hautement Composés Supérieurs (d*— hcs)

Définition 5. Un nombre entier N > 1 est dit d* — hes si, et seulement si il existe
un nombre réel € > 0 tel que

D(n) < D(N) pour 1 <n < N et D) < D(N)

e N e N pour n > N.

On dit alors que N est un nombre d* — hes associé a € et on écrit N = N.

Lemme 6. 1. Pour tout nombre réel € > 0, il existe un unique nombre N d* — hcs
associé a €. 2. L’ensemble des nombres d* — hcs est infini.

Démonstration. 1. Sachant que hril DTE?) = 0, alors Dn(?) atteint son maximum
n— o0

absolu en un nombre fini de nombres entiers > 1. Le nombre N est alors le plus
grand.

2. Notons par M I’ensemble des nombres d* — hes. Vérifions que le nombre N = 1
est d* — hes cest & dire que N n’est pas vide. Pour tout £ > % et tout nombre
entier n = [[ p* > 2, 0n a

p*|In

2pa/3 —

21+a/3 1¢

D(n)<D(/n): 10 atl_ 10 atl D)

p*|ln p*|ln

Donc N =1 est un nombre d* — hcs associé a tout nombre réel € > %

Supposons que A est fini. On considere alors 'ensemble S = {p1,p2,...,pr} (r > 1)
de tous les facteurs premiers des nombres N € A. Soient p un nombre premier
pégS,etelquel<e< % et M le nombre d* — hcs associé a €. D’une part,

on a M € N et d’autre part, on a

D(p*M)  3/2 D(M) 3/2 D(M) D(M) 2
W = p25 Me > p2% e = A avec p M S M
donc M ¢ N contradiction. On conclue alors que I'ensemble A est infini. 0

Lemme 7. Soit N > 1 un nombre d* — hes associé a e (0 <e< %)
1. Le nombre N n’est pas un produit de nombres premiers.
2. Silon désigne par P le plus grand facteur premier de N, alors N est divisible
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par tous les nombres premiers p tels que 2 < p < P.
3. Pour tout facteur premier p de N d’exposant o, on a

>1leta>3.

1 1
H(Paa+1)<€§H(P7a)a$a+1<P§$a,Oé_{ :| ot

pE — 1 2p0{8
4. Les diviseurs premiers de N sont tous < x3 ou x3 est le troisiéme terme de la
suite (To (€))4s1 = (Ta),>y de la définition 2.

Démonstration. 1. Si on suppose que N =p; X --- X p. our > 1 et les p; sont des
nombres premiers distincts, on aura

D) _D(N) _ 1

= < 1 contradiction.
= SN (ixxp)

En particulier, N n’est pas un nombre premier.

2. Si P = 2, l'assertion est évidente. Supposons P > 3 et il existe un nombre
premier p tel que 2 < p < P et p ne divise pas N. En écrivant N = P*M, on aura
p*M < P*M alors

D (p*M) < D (P*M)
(pM)* = (PeM)°

ce qui est équivalent a

a+1D(M) _a+1D(M)
2pozs Me — 2Pas  Mfe

d’ou P*¢ < p®¢ ceci implique que P < p < P contradiction.
3. Soit p un facteur premier de N d’exposant o > 1. On a alors N = p®*M avec
(p, M) = 1. On considére les nombres pN et %. On a pN = p*T'M > N et

% = p®~ 1M < N. Par définition on a

D(p**t'M) _ DNy Dp*~'M) _ D(p"N)
(potIM)® ~ (poN)®  (pTIM)T T (peN)®

Les deux derniéres inégalités sont équivalentes aH (p, + 1) < ¢ < H (p, «) . Sachant
quee = H (2o, + 1) = H (24, «) alors

H(pa+l)<ee H({pa+l) <H(@et1,a+1) & x041 <p
et e < H(p,a) e H(x4,0) < H(p,a) S p <z,

En résolvant les inéquations H (p,a + 1) < e < H (p, @) on obtient 'expression
o= [p } Puisque 1 < M < N alors D(M) < D(N)

par suite

D(N) _a+1 D(M) catl D(N) 1oy @F1 -
Ns 2pa6 ME 2pa5 Ns 2pa6
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Si on suppose que « = 1, on aura

D(N) _ D(pM) _ D(M)
N = (pM) < e avec M < N

contradiction avec la définition de N et si on suppose que o = 2, on aura

pe —1 2e —
La derniere inégalité est équivalente a £ < % ce qui implique

1 1 1 1
> = > 4.44 dot | ———| >4
e S \/3_1 -1

2

d’ol1 I'inégalité fausse
1
2 = { } >4
pe =1

4. Soit p un facteur premier de N a exposant «. D’apres la troisieme assertion,
onac < H(p,a)avec o > 3 alors H (p,a) < H (p,3) d'ou ¢ = H(x3,3) < H (p, 3)
ce qui implique p < z3. O

On conclue alors que o > 3.

Remarque. La réciproque de la quatrieme assertion du Lemme 7 n’est pas vraie.

En effet, pour ¢ = 29 on a N, = 26 25 = 3.645..., 4 = 2.727.... Donc 3

est plus petit que z3 mais il ne divise pas N, car s’il le divise, son exposant est

]—3mais%<0.97<1.
33"z

3

nécessairement égal a {W}m

3 nz —1
Lemme 8. Soient € et & deux nombres réels tels que 0 < ¢ < § et N et M les
nombres d* — hes associés a € et § respectivement (N = N, et M = Ms), alors M

divise N.

Démonstration. Supposons qu’il existe un nombre premier p divisant M et ne
divisant pas N. On a alors M = p*T avec (p,T) = 1, a > 3, gt}; > 1. On
P
considere le nombre p®N. Puisque p*N > N, alors
D(p*N) «a+1D(N) D(N) a+1

RENE = 9poe  Ne < e ce qui implique que T

<1

Puisque ¢ < § alors Qaptﬁ < gpti < 1 donc ;pt% < 1 contradiction avec le fait que
S‘pt(ls > 1. On conclue alors que tout diviseur premier de M est un diviseur de N.
Soient p un facteur premier de M, « et 3 les exposants de p dans les décompositions

de M et N respéctivement. On a

1 1
SSOL_L?‘S—J : [Pf—l]_ﬁ'

On conclue alors que M divise N. O
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3.3. Calcul Effectif des Nombres d*—hcs

Il est basé essentiellement sur le Lemme 7. Pour un nombre réel = tel que z3 =
n 2
T > 2 soit z > exp (%) = 5.312---, on calcule € = lrrl‘—i et les éléments

0; = H(p, ) > € ou p est un nombre premier et « > 3 (la fonction H est celle de la
définition 1) on les ordonne décroissement, on remplace, dans ce calcul, les nombres
H (p, 3) par 31?n2p pour obtenir les facteurs premiers a exposant 3 et enfin on calcule
les nombres Nj,, on obtient ainsi tous les nombres d* — hes N < N..

Voici la liste des dix neuf premiers nombres d* — hcs

€ Ne D (N:) | g(Ne)

€ > % 1 1 indéfinie
1>e> H(2,4) =200 2° 2 0.244033 - - -
H(2,4) >e> H(2,5) = 200 2! 5 0.337019 - - -
H((27 5)) &> H(26) = B /6) 22 3 0.393997 - --
H(2,6) > e > B2 2 7 0.429321 - --
B2 > > [ (3,4) = 204 20 x 3% = 1728 7 0.524370 - -
H(3,4) >e>H(2,7) = 280D 20 x 3" = 5184 3% 0.544289 - - -
H(2,7)>e> H(2,8) = 208 27 x 34 10 0.553887 - - -
H(2,8) >e > H(3,5) = 200 28 x 3* B 0.559220 - - -
H (3,5) >e > H (2,9) = 219 28 % 3° 2 0.566214 - - -
H(2,9) >e> 2 2” x 3° 15 0.568385 - - -
2 > > [ (3,6) = 200 2% x 3% x 5° 30 0.576524 - - -
H(3,6) > e > H (5,4) = 20D 29 x 3% x 5° 35 0.578092 - - -
H(5,4) >e > H(2,10) = 2G99 « 36 x 51 A 0.580161 - -
H(2,10) > e > H (2,11) = 220 [ 910, 36 i 51 385 0.581000528 -
H(2,11) >e > H(3,7) = 280 21 % 30 x 51 I 0.580660 - - -
H(3,7) >e> 22 2T x 37 x 57 60 0.579676 - - -
2> > H(2,12) = 2N 2" x 37 x5 x 7° | 120 0.575647 - --
H(2,12) > e > H (7,4) = 25D 212 %37 x5t x 7% | 130 0.5751990 - - -

Lemme 9. (élémentaire) Soient a et b deux nombres réels, b > 2 On considere les
deuz fonctions réelles : A, (t) = Int + a2t et By (t) = {5 — &1t (¢ >1).
1. (a) Pour a < €2, la fonction A,(t) est croissante dans lmtervalle [e, +oo[; (b)

Pour a > €2, la fonction A,(t) est conveze dans Uintervalle [e?, 400 .

2. La fonction By(t) = hft — —t est croissante dans [ez,eb] et strictement
décroissante dans l'intervalle ]e ,—l—oo[.

Lemme 10. (1) Soient N1 < Ny deux nombres d* — hes conséeutifs, alorsNy divise
Ny, D(N1) < D(Ng) et si 1619 < N; alors pour tout nombre entier n tel que
Ny <n <Ny, ona f(n) <max(f(N), f(N2)).

(2) Le mazimum absolu de la fonction f(n) est atteint en un nombre d* — hcs.

Démonstration. (1) Soient g1 > 0 et g2 > 0 tels que Ny = N, et N3 = N,,. On
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considere le nombre réel e défini par I’égalité

by vy I (B)
T T ()

Par définition, on a

D(N,) _ D(N>)  D(N>) _ D(Vy)
)7 = ()7 )T S

ce qui est équivalent a e5 < € < &1 donc e < €1. Alors d’apres le Lemme 8, on
a N7 divise Ns. Puisque 0 < € et N1 < Ny <ln (%) > 0) alors In (gg%ﬁg) >0
d’ott D (N7) < D(N3). Soit Maintenant N = N, le nombre d* — hes associé a e.
Puisque €5 < € < 1 alors d’apres le Lemme 8, on a N; divise N et N divise No
donc N; < N < N,. Puisque N7 et Ny sont consécutifs alors N = Ny ou N = Ns.
Si on suppose que N = Np, on aura

D(Ny)  D(N2)  D(Ny) D(Ny) _ D(M)

= < c’est a dire <
(N)° (Vo))" (Wh)° (N)* ~ (M)°
ce qui est faux. Donc N = N, par suite on a DTE? ) < ?]E,];[)i) = ?]E,le)ls) pour

N1 <n < Ny il en vient

In(D(n)) <elnn+1In(D(Nz)) —elnNo =clnn+1In(D(N1)) —eln N

ce qui permet d’écrire

f(n) <ed,(Inn) on A, (t) =Int+ alnTt (Lemme 9)

avec . (In (D (Ng)) —eln Na) _ (In (D (Ny)) —€IIIN1).
€ €

Remarquons aussi que
eAy(InNy) = f(N1) et eAg(In No) = f (Na).
Puisque e < In N; < Inn < In Ny, alors d’apres le Lemme 9, on a
f(n) < eAy(Inn) < eA, (InNo) = f(No) < max (f(Ny), f (N2)) sia < é?
et
f(n) <eA,(Inn) < max (eA4,(In Ny),e4,(In Ny)) < max (f(Ny), f (N2)) sia > €2

(2) Par calcul direct sur ordinateur on vérifie que f(n) < f(1728) = 0.524...
pour 2 < n < 1728. Sachant que le nombre 1728 est le premier nombre d* — hcs
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plus grand que 1619 alors ’assertion annoncée est une conséquence directe de la
premiere assertion. O

Lemme 11. Soit A = m%(f(n) = f(N), alors N est le nombre d* — hcs associé

a
InlnN -1

(Inln N)?

Démonstration. 11 suffit de démontrer que N et € vérifient les inégalités de la
définition 5. Pour cela on écrit

In(D(n)) —elnn = (m (D (n)) — A2 ) + (Ahﬁfn —5lnn> .

Inlnn

La premiere parenthese étant < 0, alors

Inn
_ < _ _
In(D(n)) —elnn < <)\ mon € In n) ABp (Inn) (Lemme 9)
avec b=Inln N.
L’égalité
In(D(N))Inln N

)\ =

In N
et le Lemme 9 impliquent

In(D(n)) —elnn < ABp (InN) =1In (D (N)) —eln N pour 1728 <n < N
et In(D(n)) —elnn < ABy(InN) =In(D (N)) —eln N pour n > N.

Il nous reste a vérifier que pour 1 < n < 1728, on a aussi

In(D(n)) —elnn <Iln(D(N)) —elnN.

On sait que 1728 est d* — hes associé a 6 = 31{1“23. Comme N > 1728, alors § =
In2

31ng > €. Cette derniere inégalité implique

() () =

pour 1 < n <1728 et d’apres (3), on a

D(1728) _ D(N)
(1728)° = Ne¢

On a donc

{ D(n) < DU728) (@)Ex(nzs) <1p0ur1<n<1728}

mT AT s D)
1728
t Tras = “Ne
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Les trois dernieres inégalités permettent d’obtenir

D(n) _ D(n) % n’ < D(1728) n® _ D(1728) (1728)° n®
{ ne  ~ nd ne = (1728)° n56_ (1728)° ~ n®  (1728)° }
_ D(1728) 1728\ (_n D(1728) D(N) :
— (1728)° (T) (m) < (1728)° = Ne

4. Démonstration du Théoréme
1. Si 0 < § < 1, on considere la suite (z,,) = (2"), pour laquelle on a

n+1 N 2In (z,) _ 2(In (xn))ﬁ

D(zn) = =5 n2 n2

ceci prouve que D (z,,) ne peut jamais étre un grand O de In° n.
Si § > 1, on considere [ = [§] et la suite (z,) = ((2 X -++ X py1)") oW 2 X« X i1
est le produit de [ 4+ 1 premiers nombres premiers. Pour cette derniere suite, on a

D (xn)= (nTH>lHN <ln 2 ih.l.(.x:)pm))lﬂz(ln 2x- 2 > pl_,_l))H(lln O

141
Puisque [ +1>d et C = (m) est une constante indépendante de n,

alors
D (2,) ~C x (In(z,))™ > C x (In(2,,))°

ce qui prouve que D (n) n’est pas un grand O de In® n. Sachant que
(D(n)=0 (n‘s) (V6 >0)) < (D(n)=o0 (n‘s) (V6 > 0))

il suffit de montrer la premiére proposition. Soit § > 0. Pour n = [] p*>2,on a

plIn
D (n) a+1 a+1 a+1
ns H 20 H 2pad H 2pd
ptlin palln, p<23 pelln, p>23
Pour tout a € N* tel que p || n et p < 2%, on a
(a+1)01In2 (a+1)51n2 (at1)s 5 a+ 1
Z < 2 =272 < p* alors < —
2 c =P Ao 9 6s S S

alors

1
a+ 1 1 7T(2 ° ) . . 7
H < qui est une constante indépendante de n.

1
p*||n, p<23
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Pourp>2%,ona
a+1 a+1

ad a FJRN
>2> ——d <1
P 3 ou opa

par suite
a+1
H W < 1.
peln, p>27
On conclue que D(n) = O (n°) pour tout § > 0.
2. Soit n =[] p*>2.OnaD(n) = [] 2. On écrit D(n) := Py (n) x P2 (n)

pn p|n
ou

{pl = L= I e g<n>=<h3f;’;>2}

pln et p<g(n) pln et p>g(n)

2
(9 (n) > 2 pour n > 896678).

Majoration de P;(n). On a

Py(n) = exp 3 ln(a—;l>

p|In et p<g(n)

Puisque n = [ p® > p® > 2% alors lnn > aln2 d'ou a < 11“—’5 par suite

n
p*|ln

a—+1

1 1 In2
o+ < nn+ln <1Inn et In (T) <Inlnn (pour n > 7).

2 7 2In2

Il en vient

1
Pi(n) = exp Z ln(OZ;r ) <exp | Inlnn Z 1
)

p*|In et p<g(n p*|In et p<g(n)

Pour n > 896678, on a g(n) > 2, alors

> rsale) < 22 (1) page 2
p|ln et p<g(n)

par suite
cg(n)In(lnn)

Sg(m)Inlnn 1\ " (g N 18
Pi(n) <e Bt = (23) ouc=—-. 1
1(n) o (1)
Majoration de P5(n). La majoration de Py(n) est basée essentiellement sur I'inégalité

a+1
2

«@
< (ﬁ) valable pour tout nombre entier o > 0.
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On a alors

atl 1\ @ 1 S(n)
N T T R )
p*|ln et p>g(n) p*|ln et p>g(n)
ou S(n) = > a.

p*|In et p>g(n)

On doit, maintenant, majorer S(n) par une expression de g(n). On a

n=Jle> JI »= [ ()" =(n)>™

p*|In p*|ln et p>g(n) p*|ln et p>g(n)
d’ou )
nn
Sn) < ———
") = g
par suite

Inn
Py(m) < (28) "7 2)

Les inégalités (1) et (2) impliquent

DO < (28)"" oy - SR (o Y

En écrivant h(n) sous la forme

(n)Inlnn
h(n): Inn 1+Cg Inn
Inlnn In(g(n))
Inlnn

et en remplagant g(n) par son expression on trouve

Inn c Inlnlnn
h(n) = Inlnn (1+ Inlnn +O< Inlnn )> '

Alors pour tout € > 0 il existe N(g) > 0 tel que 'on ait pour n > N(¢)

Inn

\ (14e) In 2
h(n) < (1+¢) ) ! -

D(n) < (23 et f(n)<?+5.

Inlnn’

Maintenant on considére la suite des nombres N™) = [[ p* (m >2):
p<m

N®@ =23 NG =23x33 N® =23x33 NGO =23x3% x5 ..
(N(m))m>2 est une suite croissante, (N(m))m>2 — 400 (Mm — 400)

Pour N = N(™) (m >2), on a

~ (In2)7(m)In (30 (m)) In27(m)In(30(m)) In2
f(N) = 30 (m) f?WHYquandmﬂoo,
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In2

ce qui prouve l’existence d’une infinité de nombre N = N tel que f(N) > 3

On a aussi

—E.

(In2) w(m)In (36 (m)) _In2 m(m)In (360 (m)) - In27(m)In (6 (m))
360 (m) 3 0 (m) 3 6 (m) '

f(N) =

Sachant que

on obtient
| 1
M =1+ +—+0| —5— | > 1 pour m suffisamment grand.
0 (m) Inm In“m

Alors il existe une infinité de nombres N = N(™) vérifiant f(N) > 12,

3. La démonstration du troisieme point du théoréeme se fait en deux étapes. Dans
la premiere étape, on établit la majoration suivante

(Inln N)? In(4/3)
_ = < )
glnlnN—l < 0.44 pour N = N, avec 0 < ¢ < o5
On a
(Inln N)? (InlnN)* —1+1 Inln N
— —e(lnlnN+—" ).
MmN -1 ° nlnN_1 S\ N

En considérant la suite (x4 (¢€)),~, de la définition 2 on aura, d’apres le Lemme 7,

(Inln N)?2 _ In(4/3)Inln N In(4/3) Inln N

InlnN—-1 — Inz3 + Inzz Inln N—1
In(4/3
(2= H(@,1) = H(ws,3) = 5.

D’apres le Lemme 7, on a

Ne II Areex I1 o

z4<p<z3 Tm41<P<Tm

ol m est le plus grand indice tel que x,,, > 2 > z,,4+1 et 'on a

_ 1 _ 1 _ 1 Inx
m= [25—1} = {zmws,z),l} = { m(i/3) 1] < W2 (473))

9 Inzg _

(8 = H (23,3) = M)

Inzs

On a donc

In I3

mmNgmm+mﬂmﬁgnGH§@@ﬁﬁ

>+mmm»
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Par ailleur on sait que 6(x3) < 1.000081z3 (x3 > 0) ([8] page 360), alors

In
T ) + In (1.00008 1)

Inz3

In(4/3)Inln N <

In(4/3) i (

< 0.25 pour x3 > 25.

Inxs

In(4/3) _ In(4/3)

Inzs

Maintenant pour x3 > 25, on a € =

In(4/3) InlnN
N > Nuany — 215 x 39 x 59 x 75 x 114 x 13% dion /3 N g
25 Inzg InlInN —1

On obtient ainsi la majoration

(Inln N)?

In (4/3)
ElnlnN -1

< 0.44 pour tout N = N, tel que ¢ < ———.
In 25

Dans la deuxieme étape, on calcule par ordinateur tous les nombres d* — hes associés

ace € }O, h}fé/s )] , ils sont 30 nombres et on constate que pour ces nombres le

maximum de f(n) est atteint au nombre

N = Nuaiio = 2'9 x 3% x 5% avec f (N) = 0.581000... ..
In 2
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